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鞍 论 是 概率 论 的 重要 分 支 , 它 是 建立 随机 微 积 分 学 的 主要 基 
础 之 一 ,同时 它 本 身 就 具有 广泛 的 应 用 ,在 数量 经 济 学 .最 优 决策 
论 、. 随 机 最 优 控 制 .随机 最 优 滤波 .分布 参数 估计 等 领域 中 黄 分 析 
的 应 用 极 大 地 促进 了 这 些 学 科 的 发 展 .本 书 分 绍 的 鞭 分 析 属 经 典 
PG, 目的 在 于 为 那些 有 一 定 自学 能 力 而 又 需要 圾 分 析 知 识 的 科 
技工 作者 以 及 工科 院 校 的 研究 生 和 高 年 级 学 生 提 供 一 种 人 门 性 的 
做 考 材 料 , 并 力求 适应 那些 手边 缺乏 资料 的 读者 能 够 湛 利 地 阅读 
本 书 的 内 容 . 我 们 在 编写 过 程 中 尽 可 能 讲 清 概念 的 来 龙 去 脉 ,对 
于 那些 比较 重要 的 结论 和 结果 尽 可 能 给 出 完整 的 证 明 . 
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第 一 章 o- 代 数 


$1 定义 和 例 


定义 1.11 设 介 为 一 菇 本 事件 空间 .wx 为 如 上 的 一 个 非 
mq dM. 

GV ACor VH ASAE, 

(12V A; C ox QG—1.2), A A;lJ A; C o5 
则 称 ow 为 中 上 的 一 个 代数 . 

35 4 GO PD 

GiD y AEA i2, UAE, 
则 称 .ez 为 如 上 的 一 个 严 代 数 ， 

注 1 dcbmüESX'g."o JEzS"RT VELIE ZLUL" C o" s 
“SEAR AC OP Cd 为 入 某 个子 集 )， 

注 2 a- To 398 4 Et BS 于 可 数 交 运算 ， 即 车 A;C€ o GG-— 1.2, 
ANAE. 这 是 因为 

(MA) An € or. 

例 1. 1.1 RSA A A h’ RP A € (2,9 a 为 一 个 
a-i E. 

显然 对 o ARE CO. GD X GU I Sr. 这 表明 车 一 个 代数 只 
有 有 限 个 元 染 , 则 它 同 时 也 是 一 个 代数 . 

£[ 1.1.2. iU A,— PL ALICOH T Db2i ANQAS ØGE), 
U4.=0, 则 


r= {A A= U Ak EN) 


为 一 个 od EG R P N= 0l, 2ed. 

o- 代 数理 论 在 概率 论 、 过 程 论 及 随机 微 ( 积 ) 分 学 中 经 常 被 涉 
及 到 . 因此, 了解 r- 代 数 的 结构 特征 是 很 有 必要 的 , 从 定义 1.1.1 
中 可 以 看 出 ,代数 的 结构 比 o- 代 数 的 结构 简单 . 

EX 11.2 设 .wx 为 人 中 的 一 个 子 集 类 , 记 

G- (ow CX, AA ER aC T. 
$ eC) - (Y, Rm FEG, 
WIR zk 为 下 上 包含 .er BOREAS oci. 

例如 ,在 例 1.1.1 中 的 代数 .ef 就 可 以 看 成 是 由 只 具有 一 
TER 4 的 集 类 产生 的 o- 代 数 ， 

TE c- 代 数 的 结构 中 , 单 病 性 是 重要 的 特征 之 一 

4EX 1.1.3. Wb RE (2 086—736 TANE. XXI o 中 的 
f£ 3B UR PEU CA, nel) B ASAR ADA OZ UB 

linA, SAES, 
则 称 -ee 为 一 个 单调 类 ， 

91113 B A,CO,limA,—A, B. 4 天 4,n 一 1,2,… 则 集 类 
F= jA 不 是 一 个 单调 类 ,这 是 因为 AE, 

5] 8 1. 1. 1. ER o- CIC IPLE , ARARAS A 
c- E. 

证 假定 o A o NEAL onl 2g ow 的 一 个 单调 子 列 , 比 
Wi, AC An rnal, n 


于 是 ,-w 为 单调 类 . 
XX Ye ow 为 单调 代数 ,那么 中 AEF, k=l, 2 仿 B, -— 


D Ai n1, WI B, € n, B. B,C Bonal 由 -为 单调 类 知 ; 
lim B, — GAE, AT or 为 一 个 -代数 


EX. 1.1.4. 证 .se 为 如 上 的 非 空子 集 类 LE 
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M—iéior CE, MD EBMIEA) 
4 ms )-—-14, Kn EEM, WE mS LERA S 的 最 
小 单调 类 . 
fiin 25128 1. 1.1, 由 代数 产生 的 gr- 代 数 就 是 包含 此 代数 的 
最 小 单调 类 . 


$2 xXx- 类 和 类 


在 0- 代数 的 定义 中 要 求 集 类 封 闽 于 可 数 并 交 运 算 . 这 个 条 件 
一 般 难 以 验证 .Dynkin 利用 单调 类 的 性 质 所 出 了 一 种 有 效 的 判 
断 方法 . 

定义 12.1 设 .x 为 从 上 的 一 个 非 空子 集 类 .车 

A.BC€.o —-2A(|1BC.o, 

则 称 2 为 一 个 n2. 

4EX 1.2.2 如 果品 上 的 子 集 类 o 满足 下 列 条 件 : 

GC. ; 

OD 车 A, BEY, H ADB, MVA A BES; 

GDE A, BE, E ANB =Ø, NEN AUBE .YY ; 

GV A,€ n, BH. A , 则 必 有 Hm4doE ov ; 
则 称 o A 0 ERA A28. 

8[18 1.2.1 1 类 必 是 单调 类 . 

证 HEX 1.2. 2 B 89 A PE CO IE GD ,有 

AC. ——A Co. 
现 设 AQEoY BH A , 记 A= D) A.—limA, Ji 
A= UA. 

i ER.AD€OY.HR A t AE Aslim AE. 从 而 ,AE or . Ek 
集 类 .ee 为 一 个 单调 类 . 

引 理 1.2.2. 若 一 个 业 类 同时 叉 是 一 个 元 类 , 则 它 必 为 一 个 
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一 一 
rr 


d-it Er. 
证 设 集 类 ow BEOM A38 X X on-35.3E 4.153138 1.2. 1,0 
为 一 个 单调 类 . 着 能 证 明 ox 是 一 个 代数 , 山 按 引 理 1. 1.1, 0 为 
一 个 o- 代 数 . 
ib A,B€ g, R A,—A— A(|)B. 央 ANBE.s ,HB ANBC 
A N AECA. IE.AUB-—A,UB,H ANE= 2, MAH uU 
BEY, TE, AUBE X A o KIRK. 
H 1.2.1 A A.BCIO.A(| BE I,A— Bye o ,B— AE 2 , W 
aX — (D RA, B, AB} 
为 一 个 入 类 ,但 ox 不 包 人 会 4, 号 之 交 . 
定理 1.2.1 EA% 0€ Ag rD, 
a( Cus, 
其 中 ,多 ) 表 示 由 Z PUER) oV. 
证 设 多 是 含 锚 的 最 小 人 类 ,于 是 
CDU a ——PCC a. 
ES XE sn-3&, 9 HE 8| 38 1. 2. 2,9 Jg o- Ri d o (2) C9. 从 
ie DCF. 
AFALTZEN Y y x32. 
第 一 步 , 令 名 二 {A4:ACH,A DES HU DED, 
MS, 具有 下 烈性 质 : 
Q)£2C X9, (C7 0 H m- 28 
(ic, 为 A-2S CL 2E HE LÆ). 
HE. RA 饭 的 最 小 不 类 ,从 而 ,有 VOS , 故 对 任意 AES, D 
EZ, i7 之 定义 ,有 
A. DEY. (1.2.1) 
第 二 步 , 令 
w-—IBIBCO.A:* BES HY AEF), 
8j 多 RORCR UTER: 
GO£ZC 8, (c C1. 2. 3X 25 


GDS, 3g A- 2 Cg F Rb A-2580, 
FESCH. 按 A ZEX HY ABES, A 
A[1B€ e. 
ARR F 为 一 个 区 -类 ， 
推论 1.2.1 ov 为 包含 元 类 饭 的 最 小 和 类 ,出 
oe — (2). 


$3 单调 系 和 人 系 


kR 天 代数 

定理 1.3.1 RF AALi -tt LER GO.70209 — 
个 可 测 空间 . XO cCBBEPDPSR ACA, WD ER A X -up m. 

定理 1.3.2 T GA, 7) 23 8T IRI zs [a] ,其 中 一 2 
iH XA me Lh snm) i € AKT) 

XF — «(B B= X A. A€ SF.) 
RU C97, H ERR o- 代 数 ; 称 X0, 为 HERE BU I: 称 
AX 0,5777 OCA, X 97234 n-HERERRRE BE AE IL. 

Fe uE 多 是 REO RR UB Bm X A AEF BAR 
EX 5 代数 ,因此 ,关于 此 集 类 的 ag 化 是 必要 的 . 例如 , 设 岂 一 及 
=| — æ, ,i 二 1,2, Xi 

4 一 [一 ecoy0]， A;-—[0.oo], 
S8 Img A A 01,25, 


虽 集 类 
(B, B— AUC x AT, A? E £76,,1-1,2] 
就 不 包含 下 列 元 素 : 


B= Xm (Rk), k—1,2.3.4, 
KO CE & &IB. 
€H 1.3.3 设 
G= (AAT X AS ALES 


ar {B:B=ÜB m21, BEG, BNB, =Ø GED 
则 集 类 .ew AA GRM. 

证 RR.XIY Ci;C2EG, 有 CC， CEG 从 而 ,如 为 x 类 . 
假定 ow. GAEGSELUNDU o Cox, S3: EXIY BE 
-oz ,存在 mZ BEG EB: B= ÜB. 于 是 ,BE -er 因此 ,为 使 
定理 真 , 仅 希 证 明 o 为 一 个 代数 . 

V AC a 071,2) FE ml, BCEG i=l, 2, m il 
得 Bo B=ØSG CGA) i j=l, 2pm B 

A= UB. A= ÜC. 
TE 

A, A= Ü B, - C, U Pi, 其 中 D,€G,D,- D,=g Ui), 
从 而 ,A1 ASC cor ,此 即 表明 :of 是 江 类 . 

假定 如 下 命题 成 立 : 

TAi) A BEG, M 5e. 

FEY AE, AE mel 及 BREG, BB =Ø GE judi j=l, 2, 
oom K A= UB. 从 而 ,4 二 但 Bi 利用 命题 (* ) ,可 得 :4 
€. Bp dE HL o 为 封闭 于 补 运算 的 x- 类 ,从 而 ,2 为 一 个 代 
数 ， 

现在 仅 就 4 一 2 来 证 明 命 题 (#). 一 般 情 形 可 用 归纳 法 证 之 . 
BEG 及 nn 二 2 表明 ;存在 AE 名,,i 二 1,2, 使 得 :BB 一 A, XAs. 于 


E 
B'—ASX AJU AX AZUL ATX AS. 


”一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 


EREZIE RHA, BG GE, i Eer. 
定义 1.3.1 i* A€ X E (mn), RI n AX X f 的 集 叫 


做 具有 和 -维基 4 的 柱 集 . 
TE X, 1.3.2 B GOA,97),121.2,, A REM 2E BL. 记 


X Aim Un im, rn) i E AIC, 1) s 
e- D (AA X A, AE 5, Gsm iA; i2 m); 
X509); 
则 称 X 2,57.) — OX 0, X 9728 3E E SERIE i ， 
(OTMAR 


4X 1.3.3 i R—(—6o,4- 09), HE 
e =A A= lab] a bER, R A—(—09,5],5 € RH. 
SZe—g( a. 

则 称 5g H Borel c-t% . (R.Z) Jj 1-2& Borel 可 测 空间 . 8 中 的 
LA B ik R pA Bore FÆ. 

定义 1.3.4 ËE ULF )-- (QR 52) Jy Mg, Bn 

(wE EB wE (0) C (Y BEB), 

MPK E Æ -TN . 

若是 从 (R, 镶 ) 到 其 自身 的 可 测 有 映射 , 则 称 € 为 Borel 可 测 
函数 或 简称 为 Borel M% . 

定义 1.3.5 i H FRAR. 如 果 

IEH; 

GDE H, R z, t r=>rE H; 

GDL € Hc; 为 有 限 实数 ,i 二 1 ,3, 自 ar beim zm0,—oun 
+err: EH; 
N HAAR. 


umhin- ka e- 
r— A- 
mhie rar soam ira PL i p NE 
qp pa i HAL TI 


EX 1.3.6 设 哎 为 非 空 非 负 函 数 族 . 苦 
(G)x,C M,B x, r—r:CcM, 
GDx€ 为 有 限 非 和 实数 ,一 1,2， 
mt d Cu €M, 
则 称 MARAR. 
定理 1.3.4 A-FÉGDCN EWELR. RATE. 
定理 1.3.5 1 D E QT ROSLH EO KAENA, 


HR 
Ur:irc YAQ.AC€ DCH, (1. 3. 1) 
l; w-€ A, 
其 中 ， co 一 
0, «cA. 


XP WZ X w, H IM. 
GDP H -REH 为 单调 系 ， 
ji] £f aA PL ER aCE2)- T RI e E. 
证 Br AEREN aCEO-up S pg d 
Asso [o cl ED YN nel, 0c" —1; 
Acum (i 2a (02) EoD). 


A" 


n= E 


elg Xa, , Co » W La Y nz 是 a C2»- RT NW íi. FE 

x. oc. WR x.€ HOLZ). 98 DÀ OLI dE SEdECOOSGDF19 5 H 
Z, WA EH. 从 而 得 到 辣 论 ，、 

d 9 —lAIXA4CH.ACI) WRG. 3 DAA DCF., 

£ 有 为 机 代数 , 则 有 ED) 和 黎民 而 ,4 Ec aDC. F 
是 ,Xu € H. RR RH 为 单调 系 ,而 有 EHS, 
TESK EF CF 18 8 Br ER m 85e. 

b iR BONO. WE D aAGRE.W Bd £P X r- RE 
1.2. 1 Rf 5H :e(£2) C88. Mom. c HOLZ). 因此, 剩 下 的 向 题 是 
验证 Saa. 
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(42 C EC Ya—1 € H). 

(D A,BCI£,A4 * B= XE H. R c; —1-— c, Bj a+ 
Xsz20. h RH AAR, XcXY€ HH. 

Xaus = Xa Xa— Xau € H —-AU BC SY. 

GDA, BEZ, ADB => E H, K cml, eml, 则 入 一 
Ne— Xa- n20 an E HAREE. 

VAEZ, mD A, 4 ==> Xa, ^ XL EH 

-—limz, € H —limA, € F, 

jx aX. 

ESTEET EEZ: 


i 6 ig S fEnRDPEHSSIBIOO,56) ir 893c 48 RE RR. 记 
£C (58) A A= (o; (9) € B),B€ BI)CF, 
则 £1 C92) JR 2g o- Lx 38 EIU e) 6 1 C0 ,有 时 也 称 它 是 
由 二 产生 的 ec- 代数 . 
5E 1.3.7. 设 了 为 任 一 有 却 集 , {ztE 了 )} 为 定义 在 可 测 空 
l8] 62,27) E B9 Sc REOR ER CDS iE 
olr tET)=o {A A= (eir (o) € B) .BC SS .,ICT))D, 
(1. 3. 2) 
则 称 cQ t ET) A P3 IE REB PS PO PP AE B9 o- 代 数 . 
Bbj1.3.1 dE T-—(L,2.- B) 
sez AAETH A A (xn ELADuUECT.ALC€R), 


olot EDS LA A= f (EKA) n LA€RD, 


RO cure T) CA A= LEB} nl BEB) 
Bí1.3.2 idt T-—[0,o5),1E 
ay o (A Am {wx Q0) n x CD) € B] on t€ Tt e 
eDn,B CS, 
B eizo ET =o, Hp, E h n- f£ Borel ce 代数， 


pd 


假定 .党 为 一 切 和 定义 在 了 上 的 函数 集 , 让 
s (B. Bo (Gron EAD 
nl; ET h Aa ECR}, 

Wij alrt ETSA: -A= tw a, l E B), BEB). 

EH 1.3.6 X.X X, EREUTE REM SBRICQ,E) E 
& 3c fé HTN oe Xv. MEFA E Boc p EDE ona xn, 
ze)- 可 测 的 充 要 条 件 是 :存在 R 上 的 Borel 函数 六 ,使 得 :ECo) 一 
FEX Co) , Xa lw) ,* , X, C9)). 

证 ”充分 性 显然 . 下 证 必要 性 . 

注意 到 任意 可 测 函 数 均 可 必 如 下 分 解 

有 (ol 一 (9) —£^ Cw), 

其 中 ,< (Cw) 为 非 负 可 测 丘 数 , 因 此 ,不 访 假 定 :flw) 为 非 负 可 测 孙 
f. BE ECoSD0Zz0,CV. "€ A). 

定义 下 列 集 : 

F= UfLIFLOR".28") —- (R52) CBE. R^ E B9 Borel BR Æ). 

H ={f; fC — fX, Cw), Xs) 7 X, (000, € V oC (3, RI 
SEXE Ta 0 Ca Tp t’ A ER"). 


D={D; D= f) XGGO&A AC R}. 
显然 CD X x38. B o0Z) 600 ,其 中 一 ( Xa XD. 


对 Y DED, A D= (| UGG) AY. 4 
1, XEB, 


A ^ y = 
有 一 X IX ELA XO s X& B, 


则 Xo(e)—2X4X G0) (9€ 2. A X, € £ Wi Xo€ H. 
于 是 ， (£6; f= Yo, DE € cH. 
WEH AAR IB SEHE 1.3.5, — H o CXO- RE BEBO RECTE 
H. 再 由 H 2EUBL £e. 
THDENEHX*aAR. 
10 
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OLEHE H ZEN). 
GD£, € H c; 为 有 限 实数 G=1,2), BH a tef e0, DUI 
a6 T 66, € H. 
E p.5€H—-3 放生 只 ,使 得 
& Co) — fF. CX G0 , fF GE zZE0(V. z€ R),:—1,.2. 
注意 BuR(afv—dafs—cesjUlafctef;ico0 €. 令 


FG) Gi) tcf zs. (V 2€ R2, 
则 显然 有 /GE 鹤 , 且 
fO GOD) —e 6 (9) e£, (9) (CwE DN), 
fG»zm0 (ER), 
故 e C -Hef 29€ H. 
Gu) AEH, H £,*£,W] £e H. 
事实 上 ,EH 一 > AEZ E flo ER’), 
& Co) — fi CX Can) . 
从 而 ,有 Ka) tE. 令 
g^ Cr) = max UG) (rc R^, 
网 gn gES,B gGOZOCCCR'), 
OES aCA DN= gs CX CoD SL Li CX (92). wE), 
BH gX =E) wE), À. m EENH. 
按 定义 1. 3.,5, 玉 为 计 系 . 


定理 1.3.7 设 {XX,,iET} 为 定义 在 (2, 久 ) 上 的 一 族 实 值 可 
3 g LL Sd £ Coo RE a CX, EC T0- n] 8S 89 7532 TELS 3E 75 


同上 的 Bore e£ f£ EG, CT. 8 
Elw) — f CX, Go) Ka (a) 2G € T i 2 
证 ”充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 
定义 下 列 集 : 
F= Lf if: (R",587)——-(R,59)j. 


H -—(£i:£QaD — (XW) eC Df € 89 B. FOnZzEO,x€R", 


il 


K'rbor—Guxns0X— 0G. X, e RET i=], 2e). 
D= {(D:DS {w: X, WSKA SAn RET, 
Ln 
显然 ,有 是 只 上 前 3:002) —o0€X t€ T). iE 
Xp(ou = Xs, CX Co) , 
其 中 X GG) — O5, X0. Bp x inso 1&isn). 令 
JG) = Xs Cn 2220, 
MEF, Am.xoc€ HT $85 
(8.6 X», DE 2) C H. 
类 似 于 定理 1.3.6 ZiR ap ae ub. H MN AO. Momo RE 
理 1.3.2 BI mH. aE aZ) —o OXat ET) BI G8 3E 8 o8 
BÉ. 
对 于 一 般 的 ol 多 )- 可 测 函 数 tw) ,可 有 分 解 式 : 
Ela —£* (a0) —8 (9) (wt (D, 
KB EE Go AED oC-an A S Er. dq EXER HER: TTE Co ERI 
ICT R EL iis 
E+ Ca = fX, G0) X, (o2 72, 
£7 (a) F (Xe (9) Xy Co) s. 
ib da= {io Uir) N48 
Elo) =F X; Co), Xy o), d € (2, 
其 中 ， JS Xiro Xp po = Ke Kete), 
JF ORE Kes) = Sft OLX, 
这 就 完成 了 此 证 理 的 证 明 . 
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第 二 章 ”条 件 期 架 


者 分 析 是 在 条 件 期 望 理论 的 基础 上 发 展 起 来 的 一 个 数学 分 
支 ,因此 ,条 件 期 望 理论 在 随机 分 析 中 是 重要 基础 之 一 - 本 章 将 介 
绍 条 件 期 望 的 福 念 及 其 基本 性质， 

设 只 为 基本 事件 空间 ,-e 是 人 上 的 非 空 子 集 类 ,yp 是 定义 在 
-ez 上 的 实 值 集 函 数 . 

车 对 ¥ AC, H [aA <oo, 则 说 产 在 -史上 是 有 限 的 ， 

& AC, B3 (A C21) Cor 3-ACU A. IA) | ee, 
6221,98 88 6 CAD o- 有 限 的 

E Q€or, H3 RIA n1) Cor 3- Ü A — 0 B aCA) | 
Lco nl M y E r D -HR 

PA, E A N E ER, A LEN 89 Lebesque WE A 3E o- 
有 限 的 . 定义 在 其 上 的 概率 测度 o 是 全 有 限 的 . 本 章 所 指 的 测度 
HÆ E o- T DSE A A 


$1 Radon-Nikodym 定理 


定理 2.1.1 VE COAT ,pj) 为 一 测度 空间 ,T 为 任 一 非 空 实数 
S .lgt€eT)HEA 035 RBS np BIBTEX. E IE g:0—- 
及 满足 下 列 条 件 : 

Gg Æ Wm. 

CDee mode), ET; 

GDE A ER ER G, QD ES FE XE -7-0 W BR Y M AC h 
zg(nodg) WA e 为 {gi;tET} 的 本 质 上 确 界 . EA 
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- ien 一 -mr - 
i 


g=esup (g). 
注意 ; 若 7 为 可 数 集 , 则 一 般 的 上 确 界 sup o; ERE & 的 本 质 
上 确 界 . 如 果 了 不 为 可 数 集 , 则 就 一 般 情 形 而 言 supigot ET) AY 
可 测 性 不 是 很 清楚 的 . 
3E X.2.]. 1. RA, n GC — 1,2) NE RES F8]. 车 
Ea CA) z-0CA € 7) — AG CA) 70, 
则 称 gx 关于 ms 是 绝对 连续 的 或 说 上 是 jw- 连续 的 . 
HW, ER, B.A) Lebesque 测度 空间 . Cz) 25 dt Zz [e] E. B5 
3E fü n] 3 26 X, D 
AG | eGoXdz) (B E B), 


3E X ORS8) E RS — P LER ,那么 按 和 定义 2. 1. 1, BEBE A EAE 
2 RS . 

EX2.1.2 RA, aD G= DAMES. 车 存在 入世 
.3 ,使 得 IG CN 250 , ug (NT ) = 二 0, 则 说 测度 Ea ss 是 相互 奇异 的 ; 记 
为 gh dee 

8| 8 2.1.1 E, F, 0d& T o- 有 限 测 度 空间 . Let € 
Z} 为 一 实 值 多 n M SS C Ln dE TATE DICTUS 

sup {e nt E To} —esupig t € T) modp). 
证 不 失 一 般 姓 ,可 设 eD, [ge oo(t € T). 


今 a—sup{E(supte)) ,N&€ Sj L 
其 中 ,S 一 {N:NCT,N 为 有 限 或 可 数 集 }， 
EX= | Xay, 


那么 n] y N,CS,N,^ T8 
a—limE(sup (ED) — El limsup(g) — Eg, 
其 中 g=sup lg) "T= U N.. 
现在 证 明 :8 一 esUP (a) (modo ,其 中 
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Te OO 


(Dg 是 .多 -可 测 的 ; 

GDE g mod, ,2€ T. 

车 不 然 , 必 有 4 ET, 使 得 

a«ECg V go) E(sup(g £c T4 U t osa. 

最 后 的 不 等 式 成 立 是 因为 TeUft }ES, 这 就 矛盾 了 . 

GDE h Æ 多 -可 测 的 , 且 hog, mod ET, MHA 

hsup {gt EET} —g imode). 

于 是 ,g 满足 定理 2. 1.1 中 的 三 条 要 求 . 

定理 2.1.2 Bv M OQ, E BS -RAS iE 


H — (Ah SERRE B. | kde coU. A € $7), 


则 vA) —QCA)--XX AD). (CV AC», (2. 1. I) 
其 中 ,上 下 为 AAMER Gb 1 uo. 
为 并 连续 测度 , 且 由 下 式 定 义 : 


KA= NT V AEF, 


g-—esupih;h€ H } (mody). 
测度 "的 上 述 分 解 是 唯一 的 ， 
证 yy 二 0 是 平凡 的 ,于 设 Ar 关 0, 另 外 ,不 失 一 般 性 , 设 册 产 均 
为 (全 ) 有 限 测 度 . 
按 引 理 2. 1. 1 可 构造 g—esuplAh;:h€ H1 EH. GE X. M HE pH 
gin. 


gp(A) = | zappa) =A) KA) (AC. S, 


则 p.e SIS MARAE, BH ed EZA. 
iX H REX OCT ba 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 文献 
[3 所 给 出 的 一 个 精彩 的 证 明 . 
最 后 证 明 唯 一 性 . 假定 男 有 一 分 解 ， 
v=ý+ p, 
15 


Jm) Lo, 8 是 六 连续 的 ,于 是 
$—$-9—9. 
Bg sé lu: NIS ,FAN) 061,2) pN —0, 
jS) 二 0, 从 而 ,得 
PANNAN O =0= KANNE TONY). V AEF). 


又 对 于 个 BOND 08 NECS UE p N)=pN), M, pN) = 


KN). 于 是 ,Y AEF, 
PAD  CACULNY ANO HELAN UN) 


一 0C4 门 Ne 站 NO 二 Ca 站 CR UN DD ICA, 


故 $—). 从 而 ,p 二 9 唯一 性 得 证 . 
定理 2.1.3 Zb 9 HERE jt 奇异 的 ,又 是 pr- 连续 的 , 则 y=0. 
证 g $ :连续 一 jCA) 一 0 当 nCA) RAE) g O8 
8A —3 AES y, lA =0, WA) = 0. 
但 46CA,0—0. 于 是 O0 — CAD HELA —0,. h 90. 
定理 2.1.4 d veu BB FEA ARNE, A 
v 是 n-XESE B IE dE— 3E 80 839. BH. Cnod0-8i FR 3 97 - n] 98 eS X 
8 使 得 


以 4) 一 | eax SV AEF, (2.1. 2) 


H g-ale pE. 
证 由 定理 2.1.1 #53 2.1.1 3 Baie. 
5E X, 2.1.3. C2 1. 22s rP (modo A BER 80) 57 - n] 3 eR 3 e 


3 s X[ e m Radon-Nikedym 导数 , 记 为 ci. H 


uA) = f T (V AC. S). (2. ]. 32 
E2215 Ros ATASA, EO EM o- 有 限 测度 ,v 
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ERN, EX EU SRIBIEELIBES | Xav TNT 


Je - x did, (V AEF), (2.1.4) 
证 dEX-—X*—X- H X*=XV0, X =—(X A0). 
由 | xdv 存在 可 知 | X+ du 和 | X- du 中 至 少 有 一 个 有 限 ， 
ATH i Xo 另外 ,不 先 一 般 性 ,可 设 GB. 
H={X:X FEA F-a, H 
[x Edy = f xau, v A €), 
则 吾 包 含 所 有 非 负 -uW e. 
事实 上 ,对 Y ASBC SE ,有 
| xdv —u(A* B)= " dy 一 | x Tdr 
因此 ,Xs€EHCY BEF). HRANA AEE f eT UL GR 


Ex. x] — A BS 3E (8.57 wr v IR e 了 ,存在 非 负 简单 可 测 函 数列 {了 /sn 
SLEE F.^ f. 由 单调 收 钱 定理 知 


| fd» = lim f f.dv = | lim f. Paz 
A mg— eeu ud A mea B 
dv 
一 NET (Y ACSF), 


WOfKCH,ATESBIiE. 

JÉiE 2.1.1. 设 忒 是 定义 在 概率 空间 (如 ,多 ,P) 上 的 实 值 -. 
vH FG fGOAr 9l 3dt64)8 E Sm BEES E. ÆRE 
的 Borel PRÉC, A Ee OFE, 


ni P(XEB)= | fdz, 


| eF az) = | geo f Gode (V BEF). 


$2 条件 期 望 的 定义 


考虑 概率 空间 (8 多 PO ,多 为 多 中 的 子 o- 代 数 .也 ,是 号 在 
17 


e? pag m. Bp 

PASPA) (V AC). 
RP, EOZ) ERAEN RE (BUE KEELE, PO E 
BEARER, MATH XETT EB CBS IRI P- 
XE S B9 UN SR v: 


(CA) = | xar (Y AES). 


VAEZ, A 


| XdP = v(A) = | ydP, =f ydP.. 
A A A 


这 里 yap 注意 y 由 多 和 多 决定 . 通常 称 y 为 六 在 条 件 多 
下 的 条 件 期 望 .其 一 般 定 义 如 下 ;: 

定理 3.2.1 WEG POS — REOR HI.U xo S 中 的 其 
个 子 oc X 为 实 值 多 -证 调 函 数 , 且 积分 EX 存在 5 即 EX" A 
EX ^ «co,X*—XV0,X —|X AoD. HEXEN LAZIAN 
3 具有 下 列 性 质 ， 

Gy 是 区- 可 测 的 ; 

ci) [ yar = | xar (V A € 95, 

则 称 y 为 买 在 条 件 多 于 的 条 件 期 望 , 记 为 
y-E(CG 9). 

从 定 久 的 条 件 (i) 中 可 以 看 出 ;条 件 期 望 是 一 个 具有 这 样 性 
MA S-AR: ECE S AARE A HFAA T E 
A 上 的 平均 值 . 

例 2.2.1 HLA Dh OCF , UAS, ANA S= BGE) F 


Cur 


=A AD YSEQUS)- 2) ax, , 且 当 PCA4D) 天 0 时 ， 


=} 


a =P (A) i XdP. 
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"rn 
—M—ÁÀ— B RI Boe] ——— M —— A 99— ag y 


34 PCA —0 时 ,ai 为 任意 给 定 的 实数 值 . 
显然 Y 是 w- nj R] 的 . 对 YY 中 和 区: .ez21) C (1,2. 7). li 
得 A-UA,.TX 


| YdP = 2j | az, dP = Ya, P(A) 
A i UA, i - "1 e 


= Yi. XdP — | xar. 


从 而 ,了 满足 定理 2.1.1 中 的 条 件 40 和 (ii ar Bi Y x 
在 条 件 多 下 的 条 件 期 望 . 
例 2.2.2 Wb £C) IEEE RR CO, PERASA A 
FDX r- v, Bl 
0, xrX.0; 
re-reso- garil; 
1， 1<. 


又 设 A= Las EG) LAS lors SEQ) ) 6 Eg ASA), 


那么 EC/9) — X, He 

例 2.2.3 条 件 概率 是 条 件 期 望 的 特例 . 

PLAE) SE Ya P), (2. 2.19) 

则 称 PADAR 4 在 条 件 多 下 的 条 件 概率 . 

注意 ,对 Y BES, A 

| Eau/enaP 一 | zaz = P(AB) = PGDP(A/B). 
因此 ;如 果 PCR, Bl 

P(A/B)—P (B) | PcA/ena. 


现在 ,考虑 这 样 的 问题 :条 件 期 望 是 否 存 在 且 唯 一 ,为 了 解决 
这 个 疝 题 ,需要 推广 R-N. 定理 . 定义 广义 测度 如 下 ， 
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ee 上 一 om 
Leo nn 一 = 一 一 -一 一 一 一 -mm cor T 


ACA) = | xap (VA€ 9», (2. 2. 2) 


RB ox 50-8 B EN xx E EE XB) AID 3EZR HERBST 1E SURE Z 
Æ A=. 为 确定 计 , 设 4 为 有 限 测 度 . Id VREBEX 
Q. 这 时 A— AT. 然而 ,即使 站 为 一 个 Ir. v. VIR BEBE A O29) 
上 土 的 z- 有 限 测 度 , 例 如 : 设 X20,EX— 05, X Hrv RZL, 
i2). SEA TECQ,S E up sg X, bn FRE 
ceo, 4 A=A t}; 
AC | XdP -人 4 Ac gai AEP 

ix BEBE A ATE E) E. 83 o- 有 限 测度 ,这 样 ,就 不 能 保证 民 -N 
定理 中 的 条 件 满 足 . 页 必 须 推广 这 个 定理 . EE: WE rov. XW 
EZR EIX]| <00, W] h C2.2.2) 52 XL ER ML HE A E oA RB. 于 
是 ,在 这 种 和 捕 形 下 ,条 件 期 望 的 存在 性 问题 可 依据 R-N 定理 获得 
解决 . 

引 理 2.2.1 iX Æ, FOER P-xEtREPIBE . 那么 存在 集 
EEF ,使 得 "在 入门 上 co- 有 限 , 且 对 ¥Y ACF NE, 

oA)=0==PCA4) 或 uA)=co0>P(A)>O. 
证 d £Z—(DIDeSX,ueiíC(DEsc8m), 
e=sup {P (D): DE Zi. 

注意 ,是 己 - 连 续 的 ,因此 ,对 任意 使 PCA)—0 I AES, E vCA) 
一 0. MAW, ACZ. M 3m. 

现在 £2 hF AD. nal) E 

a=sup {P (D, ) nal}, 


则 E= ÜD, E2. 事实 上 ,v 在 多 门 D. 上 oc 有 限 意味 着 存在 集 
列 (AP? 21) 9 N D. UAP =D, ff VAPI eo EA. 于 


是 E= UD,— UU AP" = UE, ,其 中 


E,— AP ,E, C APUAP e E= U AP, 
ITGiEkETI 
lik 
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BAR Epo, kei. d ECSO,Ba-—P(C). 
设 BEF E, 
OË B) <o, bA BED, Mi 
azsPOOUE)—PGÁ)-T PC). 
由 此 立即 可 得 ;PP(B) 二 0, 故 v (B) 0; 
GDE o(B) —oo, WA PCB)0. 否则 直 v 的 已 连续 性 PCOB) 
二 0 H TA UCB)—0. 
引 理 2.2.2 (R-N 定理 的 推广 ) Eo ROQ,SO EB P-E 


续 测度 , 则 存在 一 个 -可 测 函 数 江 之 0(modP) ,使 得 


vA)= Wap (Y AEF). (2.2.3) 
A 


4v TN IE r. vE modP 1j FR). 


证 设 已 为 引 理 2.2. 1 中 所 确定 的 集 ,将 P RAS FNE 
LORS vA P'. 那么 v' 是 -有 限 的 , 且 P' -连续 , 于 是 由 
R-N. 定理 ,名 7 在 巨 上 存在 且 (modP') 有 限 . 


dy [SU wcE, a 
定义 六 -| AUI. GE 多 -可 测 的 , 且 按 引 理 
p 
wE E, 
2.2.1, (2.2. DARL. PZE, Y ACFE, 
dv' dv 
u( AD — | PF = | do^ 
dv O,P(A)—0 
AEFNME, | 一 dp 一 

HAEFN E ME 
这 表明 :对 Y AC Es Eibw.oTvAcX,. 


=A EEF NE, 


=a) 


dv de 
" vA CAD OCA — J. dP Í, wap 
ofa 
= , dp 


UR o E oR, MREZE EO. 于 是 , 按 R-N 定理 ， 
D 4 God P8 RA . 

定理 2.2.2 WEG. ,PO REESE A, F AF PRT ot 
数 , 和 为 一 个 4 - up eg Er sn A 

OE EX FE. WFE I 党 -可 测 函 数 Y, 使 得 

| yap - | xar ( A € €) (2.2. 4) 

ii) 假定 EIX «Coo. Z Jg G-RTBEIREB. EZ coo. 2 H F 

mÉTJ—-^- r- NEZ, H 


| zaP = | xar (AC Z). 
A A 


车 S=), MGA Z-—EGOCU/9) (mod). 
证 首先 证 明 结 论 人. RE A0 GnodP). 定义 ; 


yA}= | xar VAES) P 一 Ps， 
则 按 引 理 2. 2. 2, 485 存在 , 且 TN e 
du a du 
zd Sgp 9H; 
UD. 否则 ; 
W Y Æ F-a 355859. 由 同一 四 理 可 得 142. 2. 4 成 立 ， 
现在 证 明 结 论 {1i), 令 
{A AEF, | ZdP = | xar), 
则 SC er Xp ox Jj AA, NEM 1.2. 1,78 
DNC. 从 而 ,对 A€oCZ)-—U VN 
| ZdP = | XdP. 
从 而 ,得 结论 (ii .那么 剩 下 的 问题 就 是 验证 o Jg — 4M A-356 . dB 
这 是 显然 的 ， 
推论 221 设 吧 ,一 1,2, 为 .多 中 的 子 c- 代 歼 , 式 ,了 为 可 
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积 变量 . 
GE OORT A, M 


E(OXAS,)-—EX (a.c); (2. 2. 5) 
GDA RV AES, i128 | _XaP = | LYdP, Bi 
13 1 2 
EU /o(99,U 8,3)  ECY /e( 9, U 2,2. (2.2.8) 


证 o(OXOARB y TW —vaA-COÓ,. 
| EGx/eodP 一 | xap — EQUO =ELEX= | EXdP. 


注意 ;EX 为 常数 ,自然 多- 可 测 , 于 是 按 定理 2.2.3 得 (2. 2. 50 XX. 
现 令 c —iDiD-—Aj,[).A4;,A4;, € 4,,1/—]1,2). B] £2 33 x-35. 


&&,0ec B | xar 一 | YaP (V DED). 按 定 理 2.2.1, 若 


c(, U€,) —eC2),WO.2. 605& ERE . 

HY AES US, H AEZ i=l, 2, 1618 

A-—A,7- ÀA;— CA,—A,A4; CA; — A1À t ALA5. 
E A;*AS0-*5:A,€2 — G—1,2),3 4 A.—A,A,€ o2). (i 一 
1,20. FE. AC€o(Z»,.Bp e Le; C Co£2)5. 由 此 即 知 
a CE, L) 97) C aC £2). 

BER LDOCE UR). M oala UE). 

Hit 2.2.2. E X *O2,5/0—9 (R",528") BO BÉCBLAK € Y 为 
(2,97) — (R^, 58") BEBE A ex RELH. X. Y 相互 独立 .为 R"X 


R"—R 的 Rorel EY EA E/GOX.YOTETE. K 


( ) Ef(z,Y), 当 Efir, YF ERİ, 
EXE 


0, d Du] (V rCR"), 
Wi s Æ R"—-R 的 Rorel pP& t. H 
gOX) —- ECFOX,Y0/a(X2). (2.2. 7) 


证 ik Flr) Foy” Fale n Aal XR XY, X.Y) BÓ 
布 ,对 YY LER”, Cry) A R^ 上 的 Rorel A. 按 Fubini Æ M, WT 
有 
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pa — ——— M: — HM—Tr—(—— C Pad 


a* G)- Ef* G,Y)— | f+ (zs)dF,0y), 
R g* GJ R" Ef) Rorel BER, 
D'—ir.r€R".g'ir)—oo-—g GO), 
则 D 为 Borel Œ. 从 而 ,gtr 一 (gt G0—g- GODOXo Gr? 28 Borel 
EH. FEX) oOO- n BEBO. 
HXS.IP EKOX.YO|xoo,.X.Y 独立 以 及 Fubini 定理 ,有 


Ero Yi | AEAF Gs) 
E wR 
= [| ADAE, GF GO) 


一 | EAF), 


EE, [Eg xoc. 
XY ACoCX),3 BEZ", FA—-(X€ B). MM 


| e+ (X)dP = f e+ (Cr)dF Crd 
- |. f+ G,3)dF,GOdF, Gc) 
= | God, Gu) 
H*XK 
=| f+ (X,YYdP, 
A 


TR, | ecoaP = | rocvap,v AEX). 
A gOX) -EGFOCGYO/20X)2). 


$3. 条 件 期 望 的 基本 性 质 


假定 (六 ,多 ,中 ) 为 一 已 知 的 概率 空间 ;让 09,09, 07, 等 表示 多 
中 的 子 od. 记 
MM 一 {区 :下 是 F-AM, HEX Iso. 
下 面 的 关系 定义 MM 上 的 算 子 个 及 全 ;; 
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E55 


E|Y 


X, ^ 


TX-—E(X/9),V XEM; (2.3.1) 
TX -—EOX /E0,V XEM. (2. 3. 2) 
引 理 2.3.1 AFTRA TOT BTE: 
G)ITI—1.TQCX)-—CTX (V XC M), Rh CORE 
GOTCX--Yo)— TX--TY REM X,YEM,H E|X|<%; 
Gi TX2z0, RH X€ M. H0; 
GOTA =X, AF XC M, H X E - nup mis, 
QOTX-2EX,H'|HXCM,.,BsCEOS 9 jh3r ; 
GT; TIO — TuX Hr X € M CO, (2. 3. 3) 
(iDEX-—ECX) V X€ M. (2. 3. 4) 
此 3 引 理 中 的 各 条 均 可 通过 条 件 期 望 的 定义 来 证 明 . 注意 :在 
各 关系 中 ,省 去 了 “modp” 的 注 明 . 


一) 政策 性 定理 
EY, X. nl IAEE, 7 P) tAE, E 


| «eo. 
定理 2.3.1 COR gx SEG #YSX (OII0H 
X (a.c), Hi 
TX, * TX(a. c). 
证 按 引 理 2.3.1, X, 4 — X —9 TX, ^. HH JE, TX, * Z 


(a.c). Ei RI 8| a 2 EB] LER DECRE GC AED ERE LZ 是 党 可 测 的 ， 


A x 


TÆ 


Ww :Z=TX. 
事实 上 ,对 Y ACH, RTA eR Et A SGE, A 


| (Z—Y»IP T im TX. Y»dP— lim TOC Yap 
Cümle oap -], lim CX, —Y)dP 
—JaACX —YOdP. 


Zo 


一 


| zap= | xap.v A c €. 
A 


定理 2.3.2 (Fatou 引 理 ) EY LX, — Gnzz D lul 
TXimX,)zlimTX, (a.c). 
证 令 YipfX. M YKY, zl. H 
Y, 4 limY,—limX, fa. c). 
MV Ken ,有 TY TX, ARI TY «inf TX, FRE 
lim TY,sz Jim 1 X. 
ERO, aZz1) B Ig GE qa cS sg 38m 2e dp UG 
limTY, —T GimY,) =T (limX.), 
i T Gimz,) &limTX,. 


定理 2.3.3 (Lebesque $H KAEH) # OX, 2X, HE 
IX ASY]  Gu2D.BlmTX.—TX (ac). 

WE dX.dle[Y|—-—|YIzX,.--|Ylz—X, (a>), F 
E, F(X onali M — X nl Aag HA Fatou HA. 这 就 得 
到 

ETX-TCEXDXlimT(GE X, —lim E TX, 
—TXsz-—limTX,,TXslimCtETX,). 
—»]imT X, «TX «limT X, , 
故 TX-—limTX,. 


Hr 


ik 以 上 各 定理 中 单调 收 人 证 定 音 是 最 基本 的 ,在 应 用 此 定 
SBRH[.ARB^Y LX, Gh (a.c) ”必须 保证 . 否则 ,就 会 出 现 
BRUR. 例如 ,考虑 如 下 问题 : 设 吕 一 L0, ij, 多 一 有 门口 ,概率 测度 
P HZ ) LB Lebesque WBE. 让 

fi -一 】 
4 一 | 2" 1 

2. M wE ABT; 
Gne. EE GERD: 


zl eue. 
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-C—O 


那么 Au =U Amiz sdla Aire = CEAED. P An 277^, 


l1zix2". 
2 ， 当 wE Armi A in 时 * 


0, 4 wE AnH Lln A wcALGM, 
+a +f c |sup&,dP 
Aal bua 


U Ara 


supici(o) kn] -| 


| 
1 


于 是 E E(sup£i) = 


p. (062 


一 5 | supé:dP = DE 二 = coo, 


Pen JA aug ER 


令 X, — —supé&, Rl X, ^, BAGEHBRBY. ti Ysx, 
QD. 因此 ， ,单调 收 级 定理 的 条 件 不 满足 这 时 ， Br T limEz,— 
-ofl E Clima.) — 0, HM, RE WC SUE SEDE GEGEN GT. 这 个 事 


3C de HH :条 件 YxIX,€(modp) QDA HT SE HERI S ZUR. 
证 . 


(二 ) 分 离 性 定理 


定理 2 3.4 dB 
OXY X rv, BIEX «co, Bl X € M, 
GDY 是 多 -可 测 的 zv, H XY € M, 
mj TEXY) =YTX. (2. 3. 5) 
证 不 妨 设 久 污 0,7 污 0, 因 为 所 得 结论 可 分 别 用 于 久 ,Y 的 
正 部 和 负 部 . 
Sv)=| XYdPpA) = | XAP (A € 90. W vs 


BI P-YESRHÜRE. ib! =u E, p = p| F, P —P|& 则 由 引 理 
2.2. 2 和 和 定理 2. 2. 1,7 


de. de' ory 34. 
dp — TO XY) ,upr—7TIX.g-AX. 
注意 Jas = [voe (V A€ 9), 


f Ydp' =f y Sap = | Y TXdP' 
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一 | 7Txaz ( A€ €». 
| Yda = | y dP = | XYdP AEF) 
, 4. dP n 


=> | xrar 一 | YTXdP Y AEP). 
A 
BBis.YTXdcupmag.xYIXx-TOX. 


(三 )Jensen THA 


定理 2.3.5 db X.Y€ M,TY A rvg ME R EPIRI 
PuESIBIEg(ODIS oo. E 

(OX =TY (a.c, 

GDXLTY (a.c), 且 g(x),xER. 是 单调 不 减 的 ， 
则 g(XIETEY) (a.c). (2. 3. 6) 

证 “” 因 在 条 件 (5ii? 于 的 结论 可 直接 由 在 条 件 4i) 下 的 结论 
RE. 因此 ,只 需要 证 明 在 条 件 (i) 下 的 结论 . 为 此 ,定义 


* (s)— lim gi—a2G) — oo « soo 
E i—s;4+ Ù £—5 i 7 


对 于 下 凸 函 数 g, 必 有 
gge H G—s5g' G), oos io. 
注意 ;TY 是 ta.c) 有 限 的 ,于 是 ,在 上 式 中 让 EY ,s2 TY , BI nj 48 
gO)DOZgCOYO-Q-—TYOg'(OTYO (a. c). 
将 上 式 两 边 作 用 算 子 T HEGESITY.gCOTYO g CTY OX E F- 
可 测 的 ,就 能 得 到 ;TT(g YO) ZR ge CTYO. 由 此 及 条 件 (i) 推 出 
(2. 3. 6) 式 成 立 . 
两 个 常用 的 推论 : 
推论 2.3.1 (OTIXIYXT(OXIO. Q(G rz D. 
推论 2.3.2 aV TX«TQOVXD (Y a € R). 


《四 ) 条 件 期 望 的 表现 


定理 2.3.6 dE XC€M,Y HA r. v. RU 
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ECOX/c(Y))—gOY) (a.c, (2. 3. 7) 
其 中 ,g Borel 函数 , 且 由 下 式 状 定 : 


| edP, = | QXdP V BC 
E y ) 
这 里 PQB)—Pie:y()€ B)I—PQYO(QB) (Y BEZ), 
证 (2.3. 7) 式 定义 的 g 是 Borel Bi HX — E PL ERAE 3.1.3.3 


解决 MER EE ndo Wü t xk BLANC e 
在 c9 pag X3 LI XH 


od [ , XIP NBE s. 
B BEER ERD E ROT" AMELE, EL P,- 连 续 的 , 按 引 
34 2.2.2.3 ZINEK gGO gp. E 
«9 | gP, d) Y Be 3. 


mm [eor ados] , soc»Pdo qwBes. 
B >o LA) 
于 是 
f p YDPA] 
Y "m Y r 
XY A€oc(Y),3 BEZ, hil A—Y C). d 
{gcdp = [ xaP.v A € sn», 
À A 


即 gOS ECX oY). 
IEEE A XO. 3. DRL, AERA EX oY )) 
简写 为 ENY) ,类 似 地 也 有 
ECOX/Y, Y D SEX eY pe Ya D, 
ECOX /Y,. tC DG EGC/oQCY, € D»). 
按 定 理 1.3. 4, ECX/Y, 1 DRE R = {rn CREI) EHE IS 
例 2.3.1 A X SELE, F, PEH r.v, H EX! o. 
Yo 1s AIEE ).9 0.» 7.» R" ER Eorel 函数 ， 
B Eg (Yi e’ Y «vo, A (O0, R' 3&o& dB xA HEBS o9 mi 4 
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XdP ,V BEF, 
HY 


A. X3 «a€d4OL,R ,使 得 
ECX- x ECX —g9)', V PED DN, R), 
WI ER p A X ERDA fitm 
& (Y, Y, 7 Y)2-EOGGY, Y, 7, Y). (2. 3. 8) 
证 对 Y ec DBC,R"), 有 
EUg(Y Y 7 Y AX- E(X /Y SY 5 7s Y 22] 
= EQCOY,, Y, Y EX — ECX /Y Y, 7:,Y,22—04 
ECQX— 9)! — EXGX — d dr do — p) 
—ECGX — p 3-2ECUX — dj) (9 p tH EG — 42? 
— ECGX — pY + EG — D Z2ECX — ph). 
可 见 , (2. 3.8) 式 定义 的 加 是 六 在 她 CQ,R") 中 的 最 小 均 方 估计 . 


34 条 件 概率 


在 例 2.2.3 中 ,已 经 握 到 ,条件 概 率 是 条 件 期 望 的 特例 , 它 可 
以 定 艾 如 下 : 
EX 2.41 iEC(O, 57, POS — IRE S b Lo EG 中 的 子 o- 
代数 . 令 
PCA|9)—EtCyAl:g) (V AEF), 
则 称 PALA AEI 4 在 条 件 多 下 的 条 件 概率 . 
上 述 条 件 概 率 共 有 下 列 特点 : 
OPADA E sew aia, Hop AC, 
GDPCAIZ) Co) XI Bi sg B) wc Q DASS 1 为 57 上 的 概率 测 
B, 
Gii) | PaalenaP = P(A: B) (y BES). 
现在 ERA T IRL EB RS 
Alw, A) -- PCA|S2, 
册 二 元 函数 上 为 一 个 具有 上 上 述 丙 个 特性 的 条 件 概 率 - 那么 ,什么 
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== rr 


样 的 二 元 函数 Rh Co AOT BEL 2 2 Pp FRE RE 9 

5E X, 2.4.2 MF TAR (9. AD Ww A2€ OX Eod E 
WE FHE G~ GD, MPRE A IE Wi a g . 

JE 3n h Co A) , Co A) € 2X 7 23 qE D] e E ELE. BO YE XE T. o- 
代数 07. ER 2€ hA Co, AY SPLA, Z), uj 


E(X | 罕 ) 一 [xe }P(ldw’ |F) = | xr Jh Co, dw ). 


正则 性 条 件 可 稍微 放松 一 点 . 

E4243 Wb 8 XE RHF eU IQ DEEE 
xE püj—s-cuBLD. Xi 

GO BILE BJ. BEZ, QGo B) E S-I H1 9 s 

(iD Xl Bl E o € OQ. Qo, BO LSESE 10g 56. E B) SU BE; 
WEK Qw, B), Go, B) € OXD H TE DU er X. . 

£i 8n, BSR, F POE Br. v: JAF PRF. SEX 

Q(G»,B)—-PCGCSC B|) Y BCS8,o€ £2, (2. 4. 1) 

M Qo, By 5 ERIE TF B IE UAR VETERE . 

证 A-—S'!G)—(eC€0O,SGD0CB)€oeCS) (V BEZ), S 

Q' (eo, A) —QGo, BD, (B— SCA), AC aCS5)), 

那么 ,和 (oa ADJÉRE XXE AXC) E B9 1E DU] e t. 

注意 :这 里 构 作 正则 函数 入 (ww:4) 的 不 同 点 在 于 :用 05) 代 
BT F, hie, ENX 2.4.2 和 2.4.3 在 实 值 上 是 一 致 的 ,只 是 
定义 域 有 所 不 同 . 

以 后 涉及 的 条 件 概 率 均 是 正则 的 . 

条 人 忻 概 率 与 条 件 期 望 之 间 具 有 相互 表示 的 关系 ,假如 ,S$ 是 定 
XXE (2,9 ,PY EIS r.v., F AF 中 的 子 o- 人 代数, 而 Y 是 定义 在 
(Q5 PSEK rv ,那么 


EQ [90 — | yQGo dy), 
EH, Q H24 DEX. 
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第 三 章 d H 


停 时 理论 是 随机 分 析 的 基本 内 容 之 一 , 在 其 中 ,最 优 停 时 间 
RH ELO 4H s B DESEE X. 

本 章 所 采用 的 某 些 符号 定义 如 下 : 

N={1,2 n HR 2, (不 售 ce 在 内 )》; 

六 一 (1 291) 或 人,2eo 代 食 c 在 内 ); 

T-—[0,2]35[0,00); 

T=[0, ]sg[ 0,00]. 
上 述 集合 中 的 nn 和 :分 别 为 正 整 数 和 有 限 实数 . (8, 多 ) 表 示 某 个 
TASA, C0, 各 ,PP) 表 示 某 个 完全 概率 空间 . FREN) A 
LF ETIR 各 中 的 o- 代 数 流 , 即 

FF (Y AREN RT, E AA). 

此 外 ,在 一 般 情 形 下 采用 着 腊 字母 ros 等 表示 定义 在 可 测 
空间 (02 多) 上 的 停 时 . 有 时 也 采用 带 下 标的 和希 措 字 母 麦 示 不 园 
的 停 时 . 


$1 停 时 概念 


(一 ) 具 有 参数 集 的 停 时 


EX 3.1.1. 设 r=r(ow) 为 可 调 空 间 CQ.57) ERTISIBCT IN. 89 
ARAR. BYEN. A 
(r—A)€.5, skr C. MR t F-E Markov 时. 
站 果 P(r-o00)—0,B*9K c AB IB EB]. 
如 果 P(r-09)20,.9& rA ORSEAE BH . 
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例如 ,让 rle) 5, EN, Ga. c2, Wl P UC RE XLI c D 分 .- 时 .这 


个 结论 不 难 由 上 述 定 义 得 出 . 
JH IL PERSE cB of LEX IT. 
S5. (ALAC A AN ED) EFEN? (3. 1.1? 
引 理 3.1.1 B rnrn 为 多 -时 ,多 .由 (3.1.12 式 定义 全 一 
1,2) , ij 


GF, 为 o- fe 3 y 

Gr Æ -F -u S8; 

GDF, N CEU CEA, (V REND. apk 

FN r= = FN (r=); 
Gv nx (a 0 则 多- CLE... 
证 按 F.E AEF A AC. 
A [|] Eir LANNE (Of RCND, 
Bani A € 97. 假定 AEF ai=] 2 7H A- UA. M 
AN (r= = YAN GHEZ, Y RCN. 
JA Ti A CL dE F. 93 o- fU 

ENCE, AU fe ai ao. 

结论 kiiit) m 多。 之 定义 可 直接 推出 ， 

下 证 结论 (iv). 

对 Y AC. A ASAN CGU €, (YKEN). ER, 
Eri nS ao: maS amS VAEN). TE 

AN TERSANE N (rk)] 
=A mkF (VEEN), 
由 此 即 得 AC Sm. i FOF. 

注 1 关于 .多 .的 定义 , 另 有 一 种 形式 ; 

F= AACO U F AN CSE E SEEN (3.1. 22 
显然 ,有 F GF., 但 反之 不 一 定 成 立 ,， Am AUDIRE S C3. 1. 20 X 
ELAS, REE 3.1. 1 中 的 57. WER. 因此 ,以 
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后 关于 ST. BERI HEC. 1. 3058 X. X. "T H1 (3.1. 22 58 X... ARH 
(GG. 1. 1) 式 定 六 的 多 .比较 方便 . 


(二 ) 且 有 连续 时 域 的 个 时 


定义 3.1.2 设 r 一 rw) 为 定义 在 局 ,多 ) 上 前 可 测 画 数 , 其 
ERAT. 车 对 Y :ET, 有 
(TE EE 天， 
WIR e ALF ETHAN. 在 某 些 特定 的 情形 下 ,有 时 简写 为 F.. 
时 .着 Br 一 co) 一 0 或 汪 0, 则 分 别称 为 有 限 停 时 或 (不 完全 ) 停 
Bf. 
相应 于 上 述 定 义 中 的 停 时 7 的 o-RDE A. AFRE: 
{4AEFANTEN € ECT). 
同样 也 可 以 用 多 ;代替 上 式 中 的 多 来 定义 S, 
Sus, Rn a t t,t—sup(t.t€ T). 


3p $5.2] 8E 3. 1. 1 对 连续 时 域 的 情形 亦 成 立 - 以 后 ,在 引用 这 
条 引 理 时 不 区 别 是 离散 时 域 还 是 连续 时 域 这 两 种 情形 . 


3 2 停 时 的 基本 性 质 


为 方便 计 ; 以 下 假定 :N 二 和 ,2,…} ,T= 二 [0,00), 所 涉及 的 随 
机 挛 量 均 定 义 在 构 率 空间 (D0, 了 LP) EL( Luc K) OC N 或 
T). F 中 的 o ICE. 
5]383.2.1 若 = 为 { 史 ,tiET) -时 , 则 对 VET ,有 
(rE € S6, G1) € S, 
证 对 所 有 的 整数 kl OEICTEREREXE 312,8 
GEM eS 


这 里 E I pO ERE S n S 
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Tw 一 
nee ——————— AX om 


BR D= U cxi—49€ Us 4 c9. 从 而 
(rz-1)—(rx.t)— (r«1) € 多 
53]38 3.2.2. Wr AF, n EN). ASF on EN. c 
AS, nRCN)I-Bl. ll e—n c UE nE NI}- 时 . 
证 ”此 引 理 的 结论 等 价 于 ;对 Y m € NUR 
(r=m) = U no iin-7n- hes. (3. 2. 1) 
DEA SmE EnF ntn WY jamn tm] 为 
{FnEN}- 时 .从 而 ; 按 引 理 3. 1. 1010 
(n — DD ntm M. eu. 
(CV Lm). 
T E.Gi—D0K m-—;)€3.,€ jm). 由 此 中 得 (3.2.1) 
AX. 
fit 3.2.1. $0585] 38 3.2.1 中 的 X C7, n € NO-BST LII dt 
引 理 的 结论 仍然 成 立 . 
证 利用 F,CF, (Y rnEN), 立 即 得 此 结论 . 
2]38 3.2. 3 对 于 离散 时 域 N: 若 二 i= 二 1,2,…, 为 E HINT, 
Jl supr, ,infr, ,r= limr, für-limze, Sg F -Wf - 


EE RIBIH TA Fa- MEN . 
对 Y EN, E 
GD — Gnf supr LA) = U Csupr sb) 
m=] nm m=] "m 


= UN ELKE F.. 


m= In—m 
故 z 为 多 -时 . 
引 理 3.2.4 Ër F. -fH AS irai rR ae 
a) Mj AEF ., ,. 
证 ”如果 能 证 明 
A= (co) € S uuu, (3. 2. 2) 
yt] Hr xd Xy PE RT AH: (0290) € ne BE Ormai Or U G2 00) 
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A :m—) €. FEC. 2. 2) 式 成 立 - 
只 考虑 连续 时 域 卫 ,离散 情形 完全 类 似 . 
设 Q={7:y AT PHAS GU 
Az-(r«a) = U Ces reco. 
iE SIC AexuD—(GOs0DUCGsD. TÉ 
AN CA exc) — AC GEO A(1GD 
—A[]Cr«D4A- A(]1Q 0-4 AfjG-—20 


--A(])CGr—1) 
一 U Cz, ye) TU Cx ort) 
Yt TY: 


d G—fsa)Tr.2:—2o0). 

BV LET, A A CA exD €, 

推论 3.2.2 WEZ HON .PO»)LBHBER.Lo-- 
时 ,网 

ECXaAZ/ OTEXNAZ/ F nd SEa! F e)s (3.2.3) 

其 中 A—(oOLDmÉG-Ds5G-—rD. 

证 HESEZE 3.2. 3,c Ao Hg S -时 ,由 引 理 3.1.1 知 

F La EE LEE LC A us 

5| 38 3.2.4 ERACE F ne 于 是 ,Xi JE F n NE BE E S. 
Tn... up Wd . 

往 意 :在 (3.2.3) 式 中 ,rd 处 于 对 称 地 位 - DE. DURS ERR 
(3. 2. 3) 式 中 的 第 一 个 等 式 . 

对 六 BE 9. A B* AC... (3. 2. 4) 

ERE, AAM iE Am CO) VR 

B*A* (cAoz- 0) —B* (cxa)(c0G m1) HG 10), 
F, B= B e (Gro0GDDE€S,..WRBB-:Gacc. 于 是 

B*A*(cAamD—BHB(amOCcS, WET) 

di Bin. 2. 4) 式 成 立 ， 

AIRY BC... Hi T A. BACA wo A 
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| raXdP = | XdP = [ E(QZ/SF,, )dP 
H A-B A-E 
= | LECZ/ Fr)dP 


- | E12/ s. odP. 


EEEa F hd EE .多 -可 测 的 , 故 由 条 件 期 望 之 定义 
及 唯一 性 知 : (3.2. 4) 式 中 第 一 式 成 立 ， 
推论 3.2.3 设 Z 为 (0,.F,P) 上 的 可 积 变量 ,tr 为 分 .- 时 ， 


则 对 Y :€ N ex TH 
ELZ! F OSE F) (a.c), Tir—u0EL. 
Bp EQGZASO-—EQGGZ/S,) (a.c), (3. 2. 5) 
其 中 X, —Xa-5(w) WEN). 
证 在 53.2.5) 式 中 ,让 ec=t ac 一 (rz 一 上 ,立即 得 
(3. 2. 3) XX. H 


引 理 3.2.5 W(E.nc NINOS ,P) 上 的 随机 变量 列 , F: 
二 6 为 X 中 的 一 个 go- 代数 流 . 那么 ,tT 为 
时 的 充 要 条 件 是 ;存在 CR”, 禾 ~) 中 的 一 个 不 相 联 的 Borel H 
集 列 {C,wnEN}, 使 得 
(r=n)={w: i h )€ C. AnEN, (3. 2. 6) 
其 中 柱 集 C, 以 n- Bore Æ B, 为 其 基 . 
证 如 果 z 为 多 .时 , 则 对 YaEN, 有 
(r—n) € S =l 6, rn LE,). 
于 是 ,存在 ww- 维 Borel Æ 召 ,, 使 得 
(r=n)= [w Cf fnt EB,}. 
ib C', XE B, 为 基 的 Borel 柱 集 , 则 对 Y &€ N vH 
(r—5n)—i(o; (£,,&, EC a). 
现在 .让 C, C, UC' , JW C. UR n-fft Borel Æ B, 的 柱 集 ， 
且 不 相 联 ,因为 人 一 ?fr 一 由 ) 一 订 m) G. 2.00XER ML. 
反之 ,假定 条 件 (3.2, 的 成 立 MA, AY nEN, 必 有 
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(r—n)-1(w:(5,5,-- 0€ C, b = (ei (5, Enh DCB,I Co 
(£,, 05,7 ,£,). 
Mt r SB. 
3EX.3.2. 1. d o (CELO AET WEE SR T. 
SV y= py IET, 
„ET 
则 称 F 为 右 连 续 ovd. 
引 理 3.2.6 RF RU E SR aC oc r0 ERFT 
的 57 -upmbpgie.W c5 -ERE 
ADEF, VrecT. (3. 2. 7) 
证 必要 性 是 引 理 3.2.1 的 结果 , 往 下 证 明 充 分 性 . 
AIV IET. BH FECT 的 有 连续 性 ,有 
(D - GLADE Dni m ETE 
f düxESXS3.1.2,7 5 -时 . 
推论 3.2.4 EF AHER e 代 数 流 .ni 一 1,2,…, 为 取 
EFT HGWJRAEdTG.2.703X 8 57-0 BE S HL 0L 2] 38. 3.2.3 之 结 
论 成 立 . 
证 按 引 理 3.2.6,m 一 1,2,…，, 均 为 .多 -时 ,由 此 即 知 引 理 
3.2.3 X (riz) RE. 
假定 G.F rx T ochmgJRÓEGuB)IS. E 
C.CBO— (tt T.C) B). wgl, BEZ), 
其 中 EG},tET, 为 (和 2, ,PP) 上 的 随机 过 程 . 定义 ， 


me, M C, RH, (3.2. 8) 
g 一 
OD. 和 否则; 

人 当 CRE, (3. 2. 9) 
二 一 

oo, 否则 . 


引 理 3.2.7 假设 (1) ,1E€ 了 ,为 石 连续 过 程 , 玉 为 .中 的 
右 连续 -代数 流 , 且 5(*) 适 应 于 总 ., 则 gg 和 Tr 均 为 了 .,- 时 . 
证 因 避 为 开 集 ,所 以 C3 ANR EEOC ORES. TE 
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由 右 连 续 过 程 蚌 完 完 可 分 的 知 ; 对 YY GET, 有 
(og221) = (e: G)€ Gs — ( GODe€G) , 
Fai 


其 中 , 包 = {7:7 为 工 中 的 有 理 数 }. 
注意 ;由 (7) 的 可 测 性 知 ; ENEC EF CF, Qu. 
因此 , (0290 €.9. 从 而 , OLNE. 按 引 理 3.2. 6,0 H E. - 
时 . 
对 于 闭 集 下, 严 为 开 集 ,加 之 上 的 右 连续 性 ,有 
GD-i(G)€ F sx) 
=Q ENER EF, (V tC T), 


于 是 ,fr 委 站 后 .多 ， (YET). HE 3.1.2 Wir AF - BH. 
引 理 3.2.8 HR £GNICT. JERIB, 
Ficou) (YET), 
W] di C3. 2. 9) 5E S.B r p FE- 
证 MAF AFER EG) AIHE pT HE.: 
Cro = {Els E F sit} 
- E0 EFEZ- £CT). 


Te 


M,a EFE (ICT. 故 Tr 为 FS. t 
T 连续 过 程 产 生 的 a- 并 数 流 处 一 定 左 连续 也 不 一 定 右 连 
续 . 因此 ,不 能 得 出 由 (3. 2. 8) 式 定义 的 o 是否 为 停 时 的 结论 . 


$3 停 时 代 换 


一) 离散 时 域 情 形 


设 N==11,2,"…*}， 并 假定 以 下 所 涉及 的 变量 均 是 定义 在 概率 
z aF PE. 
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n-———— a FS, WE rp ririri rr r —Ó— À 一 -一 


WR. 为 适应 于 F. 的 随机 列 , 记 为 {6 多,,nEN). 
注意 在 此 定义 中 没有 考 左 下 标 “oo” 的 元 ,如 果 考 虚 与 NN 有 关 
的 随机 列 , 则 需要 引 人 一 个 随机 元 (6 F 0 EE (E, F an € N) 
为 一 个 适应 序列 . 这 种 随机 元 的 引信 方式 是 名 种 包 样 的 ,但 下 面 
给 出 的 这 一 种 比较 常用 , 即 定妆: 
B —83(lJ.57,5; 
EN 
M 
JB A s ARE E PA EE SU .-€pHEB). 本 此 ,在 由 《3. 3. D X SEE ER 
BIG CE F o F nn ENA F mim oU (59 snc 
NN} 为 适应 序列 . 
现在 通过 停 时 代 挽 来 定义 一 个 新 的 可 测 遇 数 & 并 讨论 其 性 
E. ii rA F. -Héh (3.3. DAEX PI IE BRE E UTF: 
22d M wE (r—n2),n€ N 时 | 
Eas H wE (T=00) 时 . 
引 理 3.3.1 6 Æ —.- "T SH 9. Ho P 07. PR lD R 
(3. 1. DEX. 
证 Xv BEZ, A—(E C Bi, W 
AN G1) -—(£.€ B,r—n) 
—-(É£eRBRif)-)5€S, (Y nEN), 
Af1(—90)—1&,€ B,r— oo] — (£4, € Bj (r—o00)€ &., 
TE.ACA LH ACE. 
引 理 3. 3.2 假设 全 ,多 ,maEN} 为 适应 列 , 且 
Gr 为 有 限 停 时 ,或 
GDc 为 停 时 而 二 ,= 二 Jimé, X r. v. , 
U £ 3 r.v.. 
证 AIEE Arv bA PCIE] —092—0. 
显然 下 式 成 立 : 
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(3. 3. 1) 


(3. 3. 2) 


POE] 797 24 PC&| = eor n) 
+ PEs] = 00,7 = 00) 
= P{ | fn |=; r= cc). 
于 是 , 引 悍 中 的 条 件 (《i)? 或 4ii? 均 保证 上 式 右 边 为 0- 
假设 6 ,na 衬 1 ,为 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 .多 "一 cf6 pw， 
£20 ,nzl.rJAX 565 -t 85/38 3.2. 5 9n. TEE 用 ”中 不 相 联 的 柱 
集 列 人 2 之 11) 使 得 Y n21.C, 具有 s-8E Borel 基 B, H 
《一 3 一 人 xfE ye EC,}. 
定义 3.3.2 定义 如 下 停 时 列 : 


TTT T= > vr — (RD, (3. 3. 2 
i=1 
其 中 (r'lLa)- (e: CE, sna’ t ec (n1), 
则 称 rm” kal 为 修 时 的 复 本 ， 


引 理 3. 3.3 (BE c AARE, DUI 

GFT 与 alfaia E; 

GD La nzz1, Jg fit yr In] 2r A B3 r. v. 9, HaT S; 

Gir 之 复 本 工 ”之 1 为 独立 局 分 布 的 +v. 列 . 

证 ”假如 结论 (和 0) 成 立 ; 则 结论 iD) 必 成 立 . 事实 土 ,由 
(D XI oir) i a T 区 Eua n). 从 定义 3. 3. 2 中 可 以 推出 ; 
PC tt QIZ2). 于 是 CU RET cU (2). 
KD. o4, nzz1) JE Dr fj AB BR rov. PL. X (c7 n2) 
r 的 复 本 . 因此 ,将 r+ 换 成 rz 重复 上 还 的 作法 ,立即 可 知 roH 
立 于 r”,m 空 3, 反复 利用 这 一 作法 即 可 证 结论 (证 )， 往 王 证 明 续 
iE Gon QD. 

H 办 和 为 任意 实数 ,AE STIMA 


PCA MN (ena = ZAP( AGO (bra) 


|]: 


PLA» (r—E)»-P (Eun) 


k 


l 
Jh 
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— — — me rr re ee 


-2 PCA > Cr = 2)  PCÓMASAD 


SPID PUECAD. (3. 8. 4) 
在 (3. 3. 4) 式 中 ,让 A=, BI 68 
P(N EAH = PCEAD, 
P( (ETA) SP UEAN, 
TR 
PUO GA m AP EA) QD. 


PA MESEADTPOD :PUMELEAM aD. 
前 一 式 证 明了 结论 kii) ,后 一 式 证 明了 结论 (i)， 

定理 3.3.1 (Wald ŽO) i 

CiD n=l, 9 (2,9, PO Eak xr fe] ro A9 ao E SEL 
Ef | zoo; 

GDF nl, A s-t, BV n1. F on DFE magle, 
于 ot: 

GiDe 为 F. -hf B. Ergo, 
则 ES,—E£,-* Er, 


其 中 ,S, 一 之 /8 (nzz1). 
证 注意 ;Er<co 一 > P(r-c)-—0. 
首先 很 定 ER «oo uEBB EGER. 


EIS.1& 2, E X lE Xem) 
= PE( X IE IXe) 


= 2G ECE Xeo). (8. 3. 5) 
BG20€S, RIGEX F= AMARRE GGD, 
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而 有 EIS.|sEl|&|Er. 从 而 S. 可 积 , 故 


五 :一 24 ECE: Xos) — Ef, * Er. 
HE .5IIEGR|—omTmE. 
(EET «co, EET —oo , xk, 
(D EE, —oo, EET «oo. 
显然 ,这 两 种 情形 可 做 类 似 讨 论 . 因此 ,只 考 虑 情形 4i)， 这 时 ， 
ES; —E( JE) «E( DJE) - Ett + Ero». 
i-1 r=] 
于 是 ,ES. 存 在 , 故 
ES, -E( 2 1 Gt — 60] -E( DEt) -E( $567] 
= Ft * Er— Ei * Er= Fẹ * Er. 
(ZRA E S AR 


可 以 类 似 于 定义 3. 3.1 来 定义 符号 (£00 FEE TI ,此 符 屿 
表明 ;随机 过 程 #$(，) 适 应 于 oa- 代数 流 多 . 
定义 3.3.3 如 果 随 机 过 程 从 (0). 实 ,,tET} 作 为 二 变 元 (性 ， 


@) 的 函数 具有 如 下 可 测 性 ， 
(Cs) :Os EG a) € BRE BX E, 
GET: BEB), (3. 8. 6) 
KP, E UA RE Bore e-fC EO 58, 58 (1 [0.2], BERG SERES 
递 进 可 测 过 程 . 


5|138 3. 3.3 右 ( 或 赤 ) 连 续 过 程 是 递 进 可 测 的 . 
€. ds An 构 作 如 下 右 连续 过 程 : 
ECs =E (s, 1, 0), H4 suci Eus suasz—1,. 2,77 ,—0,1,2,77 


时 ,由 &iETI 的 右 连续 性 知 
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lime, (5) =£, Case), GC€ [0.2 D. 
HE sas R UG o € BY€ 3^, Ci 从 而 ,有 


D] 


(Ga is € [0,2] s Gia0 € B) = U (Go snaa Sos sua 
Ekat DEBE 96,5 X, 
TdE.E.C t OBPSIR IS £C * MERG 3. 00 xh. 

58]38 3.3. 4. iE T'—R*-—[0,o0). (E0), F IET) o B db T 
测 过 程 ,r 为 多 .- 时 , 且 POlo0)-—1. Mj EC) = Er Cw), oo 是 
& up 8 d . 

证 £608 5. WESRUFT OY BEZ, A 

Af)(irm0c€, (O ICT), (3. 3. 7) 


其 中 A= {w Erle) a) € B). 


, wJ 可 
记 x Gc AO 由 为 多. -时 及 &(。) 的 递 


0,75 lj . 
进 可 测 性 知 : 
BR FH: a ——m Cx, * c (92, c2 E (E32, 57,2 —9 (L0, 6) X Q2, 58, X 
.多 .可 测 的 . 
BR E: 05, 0)——mE Cs eo CL0 £1 X Q2, 58, X 多 一 全 (R 58) WT 


B BS .-P E.M A EM io ——ECOLTCD o0 JE CC, ,)-—9 (QR ,.52) 
可 测 的 . 由 此 即 知 (3. 3,7) 成 立 . 
推论 3.3.1 BEO, LECTOR ON AO SEIT 
F. -Rf H POrRo00)—1,3 H,T—R^. 网 Er) 是 安 - 可 测 的 . 
证 接 引 理 3.3. 4, £C E CD, RE i ET ES. 从 而 ,利用 引 
38 3. 3.5 即 可 得 此 结论 、 


$4 最 优 停 时 
考虑 某 人 投掷 一 个 均匀 的 钱币 ,每 次 投掷 后 ,他 必须 为 下 一 次 


投 搓 作 出 停止 或 继续 的 决策 假定 "17 表示 头像 ， 一 二 表示 数字 
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面 ,让 6l FURBUN AES MILIEU AU EIE PCT D PG 
-—pDelimidnAR BN ACRES n KERERE s AH RE 
A Y, 显然 ,了 , SUR E n 次 投 搓 结 果 的 函数 , 即 
Y, f Gb eun. (3. 4. 1) 

现在 ,对 于 投掷 者 所 考虑 的 问题 是 ;在 什么 时 候 停止 才能 使 他 所 其 
望 的 收益 了. 最 大 

这 类 问题 的 一 般 所 法 如 下 : 

RE ESL REGE QUEE MERE AO, 9 ,P) 上 的 独立 同 分 布 
的 随机 变量 列 , 且 EEl& «oo ik N= (1,2, imei 
EDEN. E X; 

S—í(ric HARE F.-B, H EY >e}, 
其 中 ,由 (3.4.1) 式 定义 .那么 所 谓 最 优 停 时 就 是 这 么 一 个 问 
题 , 是 否 在 有 限 停 时 类 S 中 存在 c 

EY. 2EY, (V reS). (3. 4. 2) 
如 果 这 样 的 c 存在 , 则 称 它 为 相对 于 类 S 的 最 优 停 时 . 
2138 3.4.1. 假定 对 Y eC RB 


(Dr, —inf(i ;£,:26,:7€ N) int d —oo,; . (3.4. 3) 
Gi p= P(ZEO-0,g-—il—»i 
W| Er, H 
EC. = E(£,—5)* * Erte- (3. 4. 4) 


证 cn AAR F.R, EEE 
Plr.=o0) =P( sup &o— Il P««o 
1x66 (=1 
= [[ -Pee)) =0 (H Addit Gi). 
E e 此 一 ] 
Er, = 2in e Prr 一 站 一 Dn [i pco e POI 
= ^ aq i = + o "i = . 
p 2n qUTp—pLP ag 2,7] z 
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EE, — 2.1 EC, + Xo - n? 
—2jE EVCE, —8-4-&) + * Xe] 
=% E 


ELE — E)” * X, 22) FE- 
REGI CXSI,a€N. 这 里 ,定义 Sri-—i(02.u42). E IG, 


te 


EE met 24 EC,—6)* * Pan) 


—e-FE(E,—6)* - 2; PG). 
由 此 即 得 (3.4. 4) 式 . 
引 理 3.4.2 
(ü)XI V c>0,9 唯一 的 sER, 使 得 


ECE —* =c- (3. 4. 5) 
(iD 对 Y5ER, 必 有 
marge 22 (6 —5)* ,n€ N. (3. 4. 6) 
lagn r—1 


证 $ /GO—E(—w'.« CR PA ja) 是 R 上 的 连续 函 
数 , 且 单 调 下 降 ， 因为 五 | 与 | 天 ce ,而 有 CD) 一 ro0 ,flu) ,~ 


一 一 0， 故 对 任意 c0, 8ie GR. 
HVEN, E ELH t), E 
EKB 24 0,—5* Lin). 


由 此 , 即 得 (3. 4.6) Xx. 
定理 3.4.1 WE d PST 


Y,—max&,—c * nn EN, (3. 4. 7) 
其 中 ,ec 为 某 个 正 实 数 , 则 
EY.—EY., VTŠ, (3. 4. 8) 
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其 中 ,tr 一 5 由 (3. 4. 3) 式 定 尽 ,而 上 由 (3.4.5) 式 决定 . 
证 ce 满足 (3.4.5) 式 一 P(& En0f 因 为 cs0)， 


从 而 , 按 引 理 3.4.1,rES, 且 
Eí max£;) =E, = E(£,—2)* » Erte. 
l"r&r 


TÉ. EY;— EGmax£&,—c * c?) - E(&—e + T) 
=e « Et--£—c * Er—t, 
Bp EY:=¢. (3.4. 9) 
以 下 芬 两 步 来 说 明 + 就 是 最 优 停 时 . 


第 一 步 , 设 teES,8 Erdo. 

按 引 理 3. 4. 20ii), 有 

EY. =E (max —c «b El X LE) tc]. 

由 此 ,并 利用 定理 3. 3.1 得 

EY, b+ (E — te)Er (Y PER). 
于 是 , 因 对 Y >e, H Eh) —c0, M EY. b. HX 5 mgx* 
性 ,并 考虑 到 (3. 4. S0 EBD SIE. 

第 二 步 , 设 +ES. 按 引 理 3.4.2, POE) 0.. 因此 ,对 任意 
yae, E P(EZSY)7»0. 4 Ty 二 inf iane N.: y) WMR E 3. 4. T, 
Er,«—oo,H EY.» —oo. E lk TES, H Ero. 今 dy 一 TVT， 
则 s.€.S(—oo«Yse). 显 热 ;对 YnEN,oyAn 满足 第 一 步 的 要 
XR .CTPdÉQEY.AQSLEY:—(—oo«CYxLe). 注意 :P(oy 之 n) 一 +0， 
HíierzEn) 是 S -np 85 f . B E s epa È, Bh ir. 加 二 十 
Xe Én 关于 nEN 是 一 致 可 积 的 . 由 Y. as zz. (n€ NO RE A: 
Faton 引 理 的 条 件 满 足 . A n EY, « limEY, A, SEY =e. 然而 ， 
XV 一 ceo<ysSe ,有 YAYovyo 一 7, 故 EY.«le. # 

现在 ,将 上 述 结 果 尹 作 推 广 ， 


ib N2í1.2,--),8 5 和 和 5- 代 数 S.S 同 前 设 ibi n0,1. 
4T 


r Toae. = ” LEE L T.L E L err nuca c! | R rrer a a l 


2,…} 为 一 个 单调 上 升 的 实数 列 ,H Co77 0,01 0, Lc, = Cn — Cn ii 
€ NT ES CC 08 ER Pe DA 
Y,— max£.—e, (n€ N). (3. 4. 10) 
引 理 3.4.3 设 6,kEN, 为 任 一 单调 不 三 数列 , 且 p— PC, 
za) >00, HP a7 lime. XE X, n] 38] BR 
Ta. Sinfin: max£Zze, n € N] ,inip=co, (3. 4. 11) 


则 Ta H8 .有 -H.R Er, co. 
证 VnCN,H n>, 


n—1 


Gr. 2) — (1 (£6) * (Eme, C 5. 


Pw] 


FE, PG. =m)=N Pe) * PORT 97, 


从 而 ,Er = Xin - Pn =L Dn: (lp)" 1 i <o, 
对 二 1 am] 
i 
定理 3.4.2 假设 


GOlimAc, —c720; 
(i) 数列 e. 由 如 下 方程 确定 : 
E(£,—6,)* =Ac nAEN; (3. 4. 12) 
(ilr =r. 由 (3. 4. 11) 式 定义 ， 
则 c* uda BS v. 的 最 优 停 时 , 即 
Ey Ry, (M red). 
iE 按 引 理 3.4. 25i) ,方程 (3.4.11) 具 有 了 唯一 解 6, He. 是 
BIBLE BA C] LE a— lime, , Jil 
E(£i—a)* —c70. 
Mm Pat 于 是 , 按 引 理 3.4. 3,43. Ec" «co. 那么 ， 
Ey- =E( max 6,—c* )z Ete: -E[ Cr 一 ET 一 cr] 


= Eg 十 SEQ, 一 Et — €. £c, -5J 


a=] 
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—Ee.- S EUS — &)* — Ae, KPC Z2 n) — Ee, 


对 二 1 


Ep Ey.* = Èg». 
如果 TES ;日 TET" , bli 


Ey, «Ec, 4-E| 5 (&,—&)* —e,] 


im] 


«Ec, E( DLE)+ — Ae] 
i=1 


= Ee Es. —Ey. * 
BI Ey Ry. 
WR tS, 且 rz. 


Ey, te E( OLE.—e)t+—e)) ca * Ec- Ec, 
i-i 
一 各 十 ci * Er— Ece 
因 为 Aci =c Ac, + , AE Acacio EN A 
Ec — c * Er=El| > (Aci 一 cu)j zz, 


wt Eye Eer = Ey". 

Eriet: res, B rar A rer 时, 均 有 

Ey E. (3. 4. 13) 
现在 对 Y rES, 有 
Ey.— EC yeast F yeee* — 7 5. 
fr3[HEB3.2.3.z7Ac' Hic Vc dS L-B.IBrAT rz ryrie 
TRAAG. 4. 13) 式 即 得 
Ey,&.Ey.: + Eve — Ey, —Ey.. 

注 DARE Ac 一 c,nEN, 则 定理 3.4.5 就 变 成 为 定理 3. 4.3 
关于 上 述 各 结论 中 的 参数 c 在 经 济 学 中 均 有 明确 解释 . 有 兴趣 的 
读者 可 阅读 本 书 的 第 六 章 . 
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SEE  GERSACID 


PG RT Ad HEEIUD E EBI AERE. SERUBUICBUB E MEREIE T: 
它 是 随机 微 积分 学 建立 的 基础 . 本章 只 介绍 与 离散 参数 情形 有 关 
的 基本 知识 . 考虑 的 羊 磐 所 涉及 的 随机 变量 均 定 义 在 已 知 的 完全 
EESE, FP) E. Lol: 分 别 表示 定义 在 (多 PEAT 
积 和 平方 可 积 变量 的 全 性 . 工 : 工 ; 中 的 元 素 EL,7E or 80 WE, 
Bav dE 8l EIE yl Elp. “上 Llim” 表 示 按 L 中 
fixes y BIB G=1,2). “a. clim” 3e zs EL f 1 Mr S S AR IRL. 
“P-lim* 表 示 依 概率 收敛 的 极限 , "qm-lim" A^ L;-lim. 

符号 说 明 : 

T,710,1,2,-,nb (tn 为 非 负 整数 )， 

T={0,1,2,"}= UT,, 

TST, K Tos o =T olj loo}, 

FRET AF FH a-tik. 

T8 RE BE ro e RATER. 


$1 半山 概念 及 其 基本 性 质 


定义 4.1.1 EEF nn € T3289 a ER BRL AJ. 
如 果 EGF Oi (b.kcl1€ TO.W TRSEFEA)A Et. 
如 果 Eal F =i G;kFICTO,IISEICH F t. 
如 果 Ell Foih G A+HLIET) MER EF 3 A FA. 
WE ESti ET, KH] us kc T HA GRET, IAR 
示 成 两 个 单调 不 减 的 适应 随机 序列 之 差 , 则 称 各 ,ET HFR. 
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LEX $3 ES. dp 2n E hz BÉ BL FP 3 Dy P RE. D op d 3c ER E f 
By — 25 eX ER B5 FX RD. 由 此 可 见 , 定 六 4.1.1 中 的 前 三 类 特别 半 
Bk Te WIE dB I AECE ADS. 因此 ,今后 涉及 到 的 半 邯 ,通常 为 定义 
4.1.1 中 的 三 种 特别 情形 . IA, AAE EA E T, 
例 4.11 E ycL,C6-—EG/€,9.,ncT.,W(.. .ncT) 
A gy. 
证 利用 Jensen 不 等 式 可 知 
RISE GYI 7,2. 
A9 E|£, | SE|9] EEEL nET. f A H4: 39 EB Ay tE, T ig 
EQUÁA LS EE | 0 EGQGMS n) nET., 
TER EMAL {hF nET) AR, 
ik o AEB A Doob $a E pi i. 
例 4.1.2 设 no 为 本 中 某 个 固定 的 元 素 ,W 为 Fn -0N 
可 积 变量 . 者 
$,EGNI 0: X nag. 
a= 3j neta. 时 ， 
ME F n € D) Ag A. 
证 REIESE HE m | 2E, | 9f EE La, 
nET. E 5b.» nnt l ET. 
EQ, Fn EE Op 15, 22 57,2, nn 时 ; 
当 pen 时 ， 


(nC T) 


ECL] S9.) -| 


注意 :对 Y x 这 nos, 是 多 ,- 可 测 的 , 于 是 
Pag TE On F a, E nz 时 ; 


SE) 
Eala | M an d. 


+ 


Ad ECOG,4|56,)—£, (ngn tlET). 
Bja4 1.3. S15, n TI RIESERSS.B3XIVacCT.H 


上 一 ^i, — EE |F DO. = S), 
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则 (£,, 57, nC T) AR. 
证 PAi 是 n NI. 
d; 8, — EQ) F 5, 
m  Elé|s2-Elt;|«ee VET) 从 而 € Lic T. 


XE|£&I« 之; 五 | 办 | < nET). FEEL RE RER 
性 质 如 下 : 
EGF — $4 H Ell Fna) — 4. G— 1n € T), 


B (E, S7 anc TX MA. 

下 面 , 介 绍 半 黄 的 基 些 基本 性 质 . 

8H2 4.1.1. X 6o an ET AR, GO R EBIESgF 
HRR, H ElI ED Emen T. m CF(620, 5, ancT EAT M. 

8|38 4.1.2. Elin ne TINFMIFG)INR Eis 
ig FAE RE HY F US mEEX.BEI/CGOlI«o.ncT. NU. F une 
T) FH. 

上 述 两 条 引 理 均 可 由 Jensen 不 等 式 直接 推出 ， 

推论 4.1.1 BEF nn ETATER WME E nn ETIR 
ATR EF n nET AIEA PE MY rel, (EF nE 
TNT. 

证 PRSS 3x Y MEA ROEBDESGG GERE T O 


B Ex. 箱 用 引 理 4. 1. 2 部 可 得 此 结论 ， zu 
引 理 4. 1. 5 Eli F on ETA Ex T IES an TN 
单调 数列 ， 


WE 利用 条 件 期 望 的 性 质 友 定义 本 1.1 立 邵 可 得 此 结论 H 

定理 4.1.1 CERRAR REE BEF SRET, 
AEM n € 7.29 EIL DLL CE LR CTLO-RB] PU XE HL ns 均 为 
JE SE E ME, F. 2C TARDE RR. 

证  3|28 3.3.2.6, & 97. RTI B rv. GET). As AAR 


D 


证 明 : 

(Dé € L,G-—0,1)0; 

GDE, L9, KE, 

XV i€T,EI& |= SD ECan IGD S > 五 [后 | «eo, 
从 而 得 结论 (i), 往 下 验证 (i). 

考虑 Y AC, HE 多 ,之 定义 ,有 

4 一 4 。 OLTE = UA ASA (ph)EF, ET). 

PUB B Tin. 于 是 AFA * (r5 =k) . (rosT d = A, . (Exr). 
UEX:Onxn)€o,.,. TE, AAEH ;有 


>, | &dP = 2; |], fap + sas P | 


k=0 QU ee 
S 
Lm» E 十 feam E El dP | 


=a 
H D NC t NC: 
由 此 递 推 关系 可 推出 如 下 不 等 式 : 
SNC z | saP 7 
I -一 T 

at | sdP Dj ar NET T jan. 
HR SN E X ELEC, |F). ü 

Bj 4.1.4 d 7.7.70, 9, A 38 H E Ir. ov. 5l, 

F 
— — . EN Sati À 

S,— ZW m eG aen SQ IS n ELS Uh, 


] € & xn, H E 一 { 1 < 上 ln] LI 
显然 ,所 是 FAM. AA v d Ar dU S. PE XXE 
证 明 :对 Y 1 过 jn 十 1 一 ,有 
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EIF DSE |F (p-a.s). 


于 是 ， É; SEG F D= EF) 
1 FF 十 1 一 点 
5 2; EC, |27) 
=EM| FO —E(CXG,|.9,)  (-a.s). 
dx BB 4.1.1 5n £ X 


Xi JB SE 7, KB T 101,2, 7-1, 9I 
PASE 1/8, = [1-2 


为 证 明 此 公式 ,定义 ; 
u min ( 1X &xzr zl }s 
{= 


按 定 再 4.1.45,EC 和 | 和 (us) BEECLISO m (p-a. s). 


I 


十 


4 


AS (e : Sk, lakan) Am w: maxé&zz1,8,« n), 
As {w t Sn}, 
则 6S1 于 4。 上 1 一 名 一 5 FA EEEF 4 上 . 
注意 :51< 1 于 .4 上 ,从 而 :8 一 0, 即 总 一 0 于 A, E. &- A,— (o : 
Sn. Hb A, E Fa TEE Oa, * £/80 = Xa EES) — X4, * 


Sa 
S 另 一 方面 ,有 

EG, . Ed Sa) — EC, * Xa, / 54) = Xa, * (1— PCA, Sn), 
故 PS) - 0-35, 


停 时 民 换 定理 4. 1. 1 是 在 有 限 参 数 集 了 ,上 考虑 的 . XT T— 
Tw 的 情形 该 结论 的 推广 就 导致 Doob 的 停 时 代 换 定理 . 

定理 4.1.2 WE E— ih, Fn nET) AROFA, no 为 关 
FTF MEREN, E 


od 


—Á———————— 


JEJE | :00,:2—1,21 
ddlim| [éldP=0,i=1,2, 
而 一 人 EE (r Zn 
出 ECL, | 7, ) cy PRU) EQ 8). 


i—— 


E x inzni-(-as). M {f 71,21 EROR 
i. 

WE ASR 3.2. 3 Jl (cmn) € AL mum 

Xi Xem t Ei 1.2, 

则 定理 中 第 一 个 绪论 等 价 于 证 明 : 和 一 人 有 .一 1 2 为 贰 (或 
Fb. 

d AdFO.X,€L,—1,2. 下面 验证 著 ( 或 下 载 ) 关 系 . 

设 4E 名. 9 ASA» Gin) i 


X,dP = | .dP — | .dP 
| ? aee 2 NAT 


一 $) lim dP 
CT 


T3 
moo A tnr Sm) 


| Xdp = Yl tdP 


n&T A, Tan) 


= Sd EndP + | £ dP). 
(xz ET tAn inm) A crm) 
于 是 ,利用 茶 件 (tii), 可 得 
lim« dP 一 | & dP) 
feo Ayr in rem) A, n (rsen) 


= lim(— | EdP) = 9. 
(2x) mea Áo LS nl 


故 | Xap 一 | Xap. 
A (zm) A 


定理 的 第 二 结论 显然 成 立 ， p 
ik KEELA. 如 果 用 了 , 代替 他 , 则 定理 的 条 件 
Qi) (ii 自然 成 立 , 于 是 定理 4.1.1 就 是 此 定理 的 特例 . 
在 定理 4.1.2 中 条 伞 () ,Gi) 均 不 可 少 也 不 可 相互 取代 . 倒 
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AW RNF PA ARASA Annal) A .名 中 一 个 互 不 

ARFI JA = 2, P(A) 2-0 (n 2D pea te 
` l 

Eb = PEA Xa (n =1), WM f= (£,, 

Faon l) 一致 可 各 .定义 停 时 r, 使 得 :(e 0) — Aal). & 

Boc IUS S. -时 , 然而 ,BE. 一 》) 二 一 oo. 从 而 ,对 此 种 情形 


ik 4 CO 不 成 立 .但 是 ,条 件 (iy XL. 
定理 4.1.3 fSin F LVRCTSH3 非 负 的 g€ L4, 2 
ESEG] F.) (a. 5).nET, 则 对 任意 有 限 停 时 7r, 有 


EJE] < o; lim Í |£.ldp = 0. 
AE) (m) 
ut cH BPEBI RH IPOD) 0. 于 是 
| I. lap < f EIF dP =Í ndP 
(Ga) (rz) [rz n) H— oo 
EJE] 一 J EQIL Xem) X 2, E Xom * EQUAL) 
nET 2€; 


U; 


Pas 


一 > Elam * 9) = Eg «o. 


ne 
推论 4.1.2 XE 6— (E Vonzel) S — SX RDBUR r 为 有 限 停 
时 ,出 EE£.,— E£,. 


UE 注意 :Ar 为 一 个 有 界 停 时 . 于是, 按 定理 4.1.4, 有 
ESEE Zaa) (p-a. s). 
Ati, EAA LEGE F AD ELE SEIE |. 由 此 及 一 致 可 积 
性 知 
E| | E lim £4. | limE £s. 
«limE|£, |«snpE |é, | <20. 


这 就 验证 了 定理 4.1.2 BJ CO. TIER E Ma. 引用 定 
BR 4.1.2 即 可 得 所 和 需 结论 ， 
推论 4.1.3 设 £= (tjnET。 为 自生 对 (或 下 载 ),.F! 一 
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df 为 多 -时 .车 
(DD Er«coo,; 
(ii2 ns € T. AERA C, (XE nno A 
ECIA& l [F D se PG 上 Cp-a. s); 
Ep, AgS E E MEE AF ALn TF). 
证 HUNE EL. 


注意 ;Et 过 co 表明 r+ 为 有 限 停 时 ， S Pc = Er« oo, F 


A=} 


是 ,由 推论 的 条 件 (ii 可 得 (让 #1 = 0) 


EIEI « ECS,|AZ,D = $) A; EUAG | * Xn) 
Eb 


n= ken 


一 SEd AG, | * Xonn) 
t=) 


=No + >) EGcso * EOUGA] [27,22 


kb—nQcl 


LN, ter SI PG ZA) « oc. 


kn. 
F dE uE HH dim E Gres» * | | )-—0. 


iE [| < 2,1451. Ri 


E 


ECE ien * IED E ECX eon . > | A£, D 


à-n 


故 可 由 定理 4.1.2 推 出 此 结论 ， 

定理 4.1.4(Wald 方程 ) — iE £— (222221 为 独立 同 分 布 的 
r, v. A. 
H E|&l|«eo.c A .名 -时 , 且 Ero, Hl 4 


0, 


n — oC 


EÑ 2,6) =E$, + Er. 
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EC Gr . FE =Vé,. Er, 
其 中 Vé =E — EC). 


证 4 S,— 2,6,—5 - E£ Bl id AR S (5, F Enl RR. 


EC[AS | DECIES — EEn l FE 
€2* E|&|-—exo, 
于 是 ,由 推论 4.1.3 ASS 1 LE LOU SR ANT 
ES,—ES,—E(£,—Et,)-—0, 
这 就 得 到 了 第 一 个 等 式 ， 
类 位 地 , 若 令 S,— S2—n. V8 , 则 可 得 第 二 个 等 式 ， 
例 4.1.5 利用 Wald 75 && i1 ie E JEEP [e] B. 设 £— (50. 
为 独立 同 分 布 的 Bernoulli r. v. $5, A PCR, —10— p, PC —— 12 


—]—5-4.8,2 MM, r—inf(nz 1:5, =B RAe = oo, g 
i-1 


(o = D. RF — AM BOSSES) Ee oo 《证 明 可 参看 
[13](b»). 
B p 一 9; 则 定理 4. 1.2 表 其 ; 
ESr-—E£S,* Er—Üü.ESi-—Vt,-*Er-ET. 
令 a—PG.—A).,B8— PG, =B). M] ad-B—1. X a* A+R B= 
0. 从 而 ， 


au g= A 
B+ |A]" B+1AT 


于 是 ,Er 一 FS 一 av， AUBB-BÜ—|A- BI. 
若 pAg M Y= onL A. 于 是 ,由 定理 4.1. 2, 78 
9,5. pc 9 5 一 a CL yug. (X 35—1. 
ECD ECL I. $ dE ENHI o CS TE Co? 1. 4 
—(08 35.1) . ddyn, 
e (C5) D Cp? CE? 


28 


-=a es -e a rrr 


—(q c8 xA, Qas 4 H asd 
=l C52 2* CD POPE 


LES. aAXpB 
按 定理 4.1. 7,Ec— pe 一 pa 


上 述 结 果 可 有 如 下 解释 ;如 果 困 , 乙 双 方 对 蛮 , 且 各 具有 资本 
41 各, 每 次 投 赌 一 个 单位 ,重复 博弈 是 独立 同 分 布 的 ; 划 Er 二 
cs 表明 :在 有 限时 刻 甲 . 乙 必 有 一 方 破 产 , 破 产 概 率 分 别 为 和 有 


$2. 基本 不 等 式 


引 理 4.2.1. (eo ekeTIN—WBIEULTI.Y ECT, 
k 
g= DE. nor: HA RR F- E oc s cna) BU] 
i2 
EL £.,— (ort — pi) HA. es. SE, tp pS Ea J, 
(4. 2.1) 


+ 
其 中 :p 二 B EEF atk ET; F 一 F. 


证 S p= »[6-EQXC. 0]&€ T. MAg Ai 34: 
(PF RET) AM, EE ton 为 有 界 停 时 . 于 是 ,了 n ET, 使 得 
nx nx n. BESIDE nn AEF, k € T)- 时 .从 而, 利用 
定理 4.1.4 可 得 结论 ;人 { :多 -一 1.2) CE BRL 这 表明 :对 Y A € 
PES 


| Ende =Í ES — MEEF) . Xe «rp dF 
A ^ ES 


一 | [£, — (G9 — e$) + Co! — p? MP. 
由 此 及 条 件 期 望 之 定义 即 可 推出 (4. 2. 1) 式 . 
定理 4.2.1 设 代 ,ifET} 为 可 积 的 随机 列 , 设 ,0o"! 之 定 
AASE 4. 2. 1 ; 则 对 任意 c 半 0,nET R pol, FIRSAT: 
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Er ET r 


PRESO SEEE cte»: (4. 2. 2) 


EL Cmaxt? Js VELG +e he]; (4. 2. 3) 


EGnaxtr M SOEK Ha lnt te te D] (4.2.4) 
证 $ nsinf{kE T, pie) ;infp 二 x. 则 7 AA n 
Bg -EF iE re=n, M nr. 记 q-—maxb, , RU E c0 而 有 
A= lo i pc}: ge) € 97. 
按 引 理 4. 2. 1,c p C, ox. fndP« IN [E + (oC? — pi? ))dP 


«EQUI 二 应- n «Ed: te). 这 就 得 到 (4. 2 2) 式 .为 证 
(4. 2. 3) ,需要 用 到 下 列 两 个 关系 ，; 
(7+)* = "IN Xa, c^ "des ECcXa, )  ELGZ + 07 Xa, ]. 
由 此 可 得 
EGY ep | El + xa Ydcp| etde + EUto, EH] 


— pELGZ Hot | ka, ct7tàe 


= EL ITO * (g^ !] 
«1 [LE G* )* 7. EC --pi7)^]5. 
最 后 一 步 利 用 了 Holder 不 等 式 , 由 此 即 得 (4. 2. DE. 
RE LIEB] X4. 2. 0X. 


Ey — 1 Z EQ — t= | or 一 ] z rft 


| (+ + pr DdPde 
{7+ zi 


t- dt 
— + 【一 耻 
= ELH + o f. EY: 


= E GI 十 ant yt]. 


+ Il 
ol 
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注意 :对 Y aclo0.5Lz0,8 
ain balna tke. 
利用 此 关系 ,可 得 
Ey*-l«E[(Gt-ei7)*in*(GT-For tea * Eg*. 
由 此 即 得 所 要 的 结论 . H 
Eit 4.2.1. E 0—(LoeBuRET)ATBIUSIV 90,501 
下 nn 人 本 ,有 


p imaxi) LED. (4. 2. 5) 


EL Gnaxb? "Jc LUEGO, (4. 2. 6) 


E(max£z )s L OHE * In* £5]. (4.2. D 
ET, i—e 


证 iE êS p U rm PETM.EGQIA, 9250. €p-a. 
s). FÉ. pi —O,E€ T. AREY GSi US o M 
4.2.1 即 可 得 此 结论 ， 

SEX 4.2.1 B iSi fn F ať EGT h AS {i 人 ET} 
均 为 非 负 随机 列 . 若 对 任意 有 限 S -E] r A ESRCEA,, MR £X 
A 控制 . 

定理 4.2.2 让 二 ,A 如 定义 4.2.1 PRR, BL uim o An 
是 F i- Hf AHI A * €p-a. s). 

EER AFRA UAY 60.220 RARER co 


(PI Z 


GOPU 2e) EA Aa) +P(A Ra}; 


Kiii) || € |l [iz | Asil p Opl); 


其 中 é = max fr, l5 il ,—O 31575. 
证 >G), ÆA cQ—min(iOxDjmrÁAniÉS;Zk:b;o—TÁÀAnaÉ 
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(^) — gf. Wi o, 具有 下 列 性 质 ;o, 是 有 界 名- 时 ;5 站 TT,(p-a. 521 
A, CA, (p-a. 5) EE, «CEA, . 由 此 可 得 


e PIE >9< f, £, dP « E£, «CEA, «EA. 
, ded ^ " . 


EE: E 6j + (£7 eh W Fatou 5] XS 
PU SAK EA. 
=G EN Y—inf(jiA4n(2aliY—eo.45()— 17.8 Aj 
是 多,- 可 测 的 可 知 :;7 是 多 -时 .注意 :4r<a. 于 是 ,由 A 的 增 性 
HH (Acat = [Anra 从 而 
[Et eA Za — [E e, Aca,cx Y KC Eeh 
PIE ejs P(E 2e, A Zai t PiE e, Anza} 
LF Enrere) HPA Sa] 
«LEAF PU 2a}. 
注意 :Ed.iy 过 ELA, ^ a). 从 而 得 所 要 求 的 结论 ， 
Gii), let qt EIE 
- J, Pie» ~> td = pre -> th jdt 
< Jed. A tF)dz + | Ptr zz :jdt 


AZ co 
一 «c "di 十 Ed| A ¿“ždi + EA? 
0 AF 


= [TEA (0 « p 1. "1 
推论 4.2.2 WU C—(E F an E Ta AIER ILF A= CA,, 
S. .n€T. BdESREEULAI.E SE AAH] TEE c0, 858 
P (sup [AA Ici —l, 
则 对 Y €—0,a2-0 RARER Tr 有 


P(E ek EGAL A Gk)  PCAZza)- 
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= 一 站 一， 一 - 


WE x X Y—infijiAZZzaj;Y — oor) — 0. NE Y RF 
列 性 质 :7 为 5 -EJ {4 2 
Anr lA ar 十 4o DSSa 十 ce。 
于 是 ,类 局 于 上 还 定理 之 证 ,有 
ple 2e EA n HP Aa) 


«LEG, A la te))+PARa). 
注 EH 2GA 4.2.2 均 不 要 求 4 Ho eq m. 
定理 4.2.3 R ESN AT AER, EE Ll), 
则 常数 A, Mo ) VB, A, 。 Vpl f 
-ll s. » ll sd E dB, 4 5.CD I, 
- 15,0 Lm EET SR, ;- -S.C€) | ,, 


其 中 Si(£)-— S (A60?.8, = 0; = m 
定理 424 B fcll A EER, 常数 A, 


B: 0«CA« B« co , f£ fg. 
A * ES(D E EE' & B * ESQ, 


其 中 vE =sup (E, [382 (E) = 2; CAE! (E, —0). 
EXER 2e 5e XE GU DEBH Ho dE RE e. EN EE B EB a dE[2 | rh dX 


到 . 
推理 4.2.3 i M—OM)nCT.XN—^ BE,M,—-OBXNX 


X mls EIM,” <. 此 外 ， M EIAM coo, M 
M 


-一 一 一 0fP-a.s)]. 
R n3 


即 M 服 共 强大 数 律 . 
证 首先 考虑 ”一 1 的 情形 , 令 
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e O ee An rp re eh dnd 


mM, = $ A m, = Q, My = YAm. 
f& Kronecker 引 理 4 见 后 附 ): 若 m Ca. DIESEN REA r. v. ,lilj 
M, Li > kam 一 一 op- -a. 8). 


H n k=] 


FEH mia. sak. 

mía. DASNY >00, A P (sup | mea mn |E}. 
HE: Orsa m d JÉ— EFTE kei BTR m HR), 
按 扒 论 4. 2.1, 有 


ECAM,,,)? 
2 — $ $^ 
E( max (Mati Ma) ) cx 4E Cn, 7". = t2 (n4 £i pi. 
于 是 ， 
Pi sup (Mapi Ma | zz€) — lim P {| max |m, m, | 56) 
Mr os IE ng 


xime" * E( max nata m, ^) 
Wa LEN 


< lm de E nepi m,)' 


现在 讨论 7—1 的 情形 . 显然 
Me 0 对 V £— 0, P {sup Ue se). 
H å n- kan 
按 定理 4. 2.2, 有 
F {sup |M, 5) — lim P { max IMi l~e} 
am. À nikam Å 


2r 
= iim Pi máx M zx") 


m— rri k* 


Lo" —E|M.4 17? ]. 


£ lime" 


EHI Eid 


- lime "CECI Mal nS, - EQM.1”], 


Rt acs qp 
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1 AJ a : ECIMA?) 


z 


BE 2a; EQ (AM Gk Burkholder RS) 


«BE. Sagan. 22 (AMDO Ch Holder 不 等 式 ). 
ir ri2r—1) 


` a 177 ar 55 a i 一 1 
DWH: T (2 4-1)* Ea, t E +1’ 因此 :< z =0{ i J. 
FTE, -] 0,88 

z N N 
I&C; Drm. M EGOMO = a2, 2; FREM)”. 
] &—1 k= 


此 
E: D paS plpa — yen) 故 3 党 数 C;>0, 使 得 


x 2. E(AM p” 
WSOY PREM” «C, ， 5, FAMI < o 
=] 
EIM,|* $ 
MA KBE - EC (AMY * s Gh Burkholder 不 等 


<B% S ECAM, Gli HGlder 不 等 式 ) 


kml 


dr 
BZ» n n * EU 20. 


f 2 


RE-—EXHTESBAUGS Kronecker 引 理 . 综 上 分 析 ,得 : 
| M] 
k 


l 


limP {sup =£} = 0, (Y 6€ 0). Hu 


ib Kronecker 8]HB.Z5 O0 <h, t, Dr, Je ai, e 


A ly. — 0. 


i] 


33 下 穿 不 等 式 


下 罕 不 等 式 是 研究 随机 序列 收敛 性 的 重要 工具 . ÆT BD 
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机 下 穿 数 概念 及 其 估计 . 

R d,lmExnJ nd X«.ubCeR.IBacb tK RZE AZ 
一 td rdar) i Cda oda Data Cda d DRA FINEM: 

GO Us ee trka CT {L 2, an) A R knn Sras; 

Qd, bd arl, 
d (P [a b) = max {s A; Ce HA REAC) 
UD], (4. 3. 1) 
BU Ek vf? laD 25 A (1n) ET IX RI [a 00 80 TF EE. 

定义 43.1 HB N-—(L2,-,nbh {6,iEN} 为 随机 变量 族 . 
对 于 任意 固定 的 oc€0,.R CODI CL. 3.1) 式 中 的 d. 即 可 由 此 
定义 一 个 数 of" [a 03 C2 MER uf? [a 5) Cw) 为 {51,1EN} 关 于 [a， 
2 的 随机 下 穿 数 . 这 是 一 个 取 值 于 N 的 随机 变量 . 

定理 4.3.1 设 { 吕 ,多 :ET 为 一 可 积 的 随机 变量 序列 ， 


EX amy amy pim U [EAEI ,其 中 Abi 一 
gb WX] EXE nzz1 X a,b Roa. 
Evf [a Dz ;ElG. —b5)* tei] (4. 3. 2) 


证 首先 作 随 机 时 列 站 二 12 M 
Ainfié iz. Ex) » j;7 inf {Rk: Ea AEn) 


ja- ini (k bb, ja- p CREN)» 
jaminf{k: barju- XA). 
其 中 =l, 2,0, jo=0. inf Snt. EA Erti = En 
由 此 构 作 的 变量 列 5.4250, A F FIER. 
Gi 为 一 个 单调 非 降 的 以 证 1 为 界 的 .多 .- 时 列 . 
事实 上 , 易 证 :六 为 多 -时 . 若 六 为 多 -时 . 则 
Gen m Gja LE = U G= * MHIS EAR 
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Tr - 


而 C; D * UT gu E) —. D * M On 
. (m6 immu lha roOMAHI, 
(SE) (ft 王 2 S , 
Pia dgis 1: m5 r 为 俩 数 时 . 
由 此 可 见 : C= H Ga DEF,’ iL TE 
Cin EEF, CISZA), 
故 jÀ c7 m. 
G4 a= (o jm nC GD ENAA. 
H3 p. j. ZEA Jip En , JE Jin. EE. O04, C f. 此 


Ih i rænt 时 ,9. 一 节 . AT (1 0.— C. 


GiDuf? Ca 8) = D7 Xa, , n, = 2432, (4. 8. 8) 

事实 上 ,wm_1* wm 表 示 相 应 于 名 的 数列 {16,1 所 &£ 寺 nn 已 
FEREC bm 次 . 而 Xa, ato ER C. (w) 在 第 m KTF E [a 00 BÍ 
记录 1; 否则 不 记录 .于 是 ,(4. 3. DAR. 

GE, 一 名 于 Do NO 上 

GE p.d ; ZO X0 wc LB]. 52-1. 因此 

$,, C00 S EL Qu) = En (a). 
Büdr.3£8] FH I 3f d PE i 3E di u Lab). 
MUDA Gio A RE H: 


Ew" [a,b) 一 S PO , Plam) = SYP Uhn), (4. 3. 4) 
m-—i 


m=] 


] - 
POL. Om) mA, a, Ema EXP 


m" = a d En T Enn AP 
i NEN t, OdP |. (4. 3. 5) 


E Nma E | s J am 1 Pa 于 是 , 控 引 理 4.2.1 
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-一 一 - 一 一- ammm nor-rom or = 


_ — . = 3 

CNN C, dP x: NI (gi — pi. OdP. 

-fa a E —t, dP -| o Et, odP 
<fa EbdP 


<Í, ow 077 dP. 
将 上 述 关系 式 代 入 (4. 3. 5) 式 可 得 


PiD Qn) SL D AP 


+ NEM «&, — D+ dP |. (4. 3. 6) 


ES n HB. IE RE X mos Jas, AØ sam o = 2 T JE S 
(4. 3. 6) 式 可 得 


oo " 
PL, . Cim) = DI P a-a . £1...) 


m=] 


m=] 
Sh - (A. T Pam P 
4 xL "CL aP], 


E E Oom Oh Ph o, =0, U 0, NI. Cs. 故 最 后 ， 
我 们 得 到 


2, P. = £1,.) x = b — sx »j. (9; UT 5. , ^dP 


十 |, (£, — b)+ E 


— pi? ydP 
«Hu Sf, Coig Pr) 
+| rar 
0, 
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xL ED 701. 
TE ULIS A CI 3. 4) 式 即 得 (4. 3. 50 XX. t 
推论 4.3.1 BEF RETo ARR F. 则 对 任意 a 
lsa ‘WER, H ab. 
EuP [a DL HEED). (4. 3. 7) 


证 在 引信 一 和. 罗 -一 多 R.E DATES PER, 
X BE ERST REBIT.S 


p 24 CECI 0T =0, 
于 是 ,此 推论 中 的 不 等 式 人 4. 3. 70 3E JE (4. 3. 20 088 IT. 
注 REl b Em CXTG.b5]m EX. 那么 , 当 上 为 
ix3»A8p.—0 ATR. 而 上 穿 数 vw Ca,5] 就 等 于 下 穿 数 ota ub]. 
于 旺 ,由 公式 (4.3.7), 我 们 可 得 


Evf” (a b] zE Ç.a). (4. 3. 8) 
如 果 上 满足 定理 4. 3.1 的 要 求 , 则 上 穿 数 有 具有 如 下 估计 
Ew? (a sb] Ep t+ (t,—a)-]. (4. 8. 9) 


&E M 4.3.2. in EE TL — BRBLIE SI. GE X i£ — 
5 多 -一 多 显然 ,下 穿 数 此 [a 60 RT. n di — T HERR AUF 
AJ. Am Ladne NH IRR TE TE. S 

9 Ca 5) — imu" [ a, B) (a. c). 
则 称 ur Ca ,52 23 EE BL FF 3I E. 85 3E FEX 8I [a 060 BP EE 3C. CAS (BUB E 
HTUREX DOETEBIG.5]8g ESESXE 
uc Ca ,5) —limv*;[ —5, —a) (a.c). 
Bl AE UL lab) =v b a) (a.c). 

定理 4.3.2 WES LS ERETLI A RT ABEL RE 90 , 90) xj 
V c0, plab, 下列 不 等 式 成 立 : 
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1l 十 i=) 
PC sup iZ < Sup ECE- te 》， 


Ê 


+ + (=) 
ECsup i; x p Sp EG: Tei». 


P 


E (x (a bD 


b— 


+ 一 
íiup EG. +a’), 


其 中 p= 这 [EE E58, 0 ] oA m 67 Eb SG F 
F 
证 引用 Fatou 引 理 ,定理 4.2. 2, A $E HR 4.3,.1 即 可 得 到 此 
定理 中 的 三 个 不 等 式 ， + 
定理 4.3.3 和 若 可 积 随 机 列 5. ECT) WS EE 
(adsup ECL] Hor <o R (b) sup EG; Fej yon, 
则 £.-—a. c-lim£,, H E 1. v. 
若 条 件 (a) 成 立 , 则 EgL« e. 
若 条 件 心 ?成立 , 则 Ef 之 oc. 
ERGa), ORAA M EIC «co. 
EO ”如果 用 如 二 一 生 ARE G MEF E AOR NER e 
EEFE 的 条 件 4a). 因此 ,我 们 仅 需 证 明 在 条 件 (a) 下 的 结论 . 
现 假 定 条 件 (a) 成 立 , 注意: 
E[G,—50* roi] + Et Ep; ^. 
因此 ,对 YY abc R B ace. 
Evla 5) 7 (6 tsup ET 十 D) Eoo. 


TE ulad) Ea. O ER Bg. 由 此 有 即 知 
Ea ma. c-limé,. 
Fi ur 8H i6 os AES (B. c) IR B3. 
一 方面 :Ed = Elimb,limEt & sup Ett «oo. 
Mn .£.eo(a.c). 
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5— J M:s >e (a.c). 

WEE ATR, R PEs = —00)70. EX NY nle 为 
r. v. 从 而 , &€ R 和 某 C70. ti 

POjCa,bD)ZE1)ZC (Y ab), 

BD Ew(a,b)EECTO (Y ab. (4. 3. 10) 

然而 ,由 条 件 (a) 可 知 : aso. fbi 
Evi Cas b) 5 up Qo +EC HeC. 

iX 5.3 10) 式 于 盾 . 故 只 能 有 POL ——095)—0. 

这 就 证 明了 纺 .为 r.v. 定 理 的 其 它 部 分 可 利用 Fatou 引 理 证 
明 . 

定义 4.3.3 BRENER EF RETo ER 

(PS HPS A, (4. 3. 11) 

Jp S] = lime RUE e B8 VUA JS 39A. 

注意 :ps* 为 单调 序列 ,因此 ,极限 limps*' 存在 , 此 外 ,由 单调 
BAERT Ep 一 supEps* ， 

3]1384.3.1 RUIWA. E (SS RET.) AFR, H 
sup£ {ġa «oo , R COE R78 ERR. 

证 HFA, 3.1 式 自 然 成 立 . 在 半 轨 前 情 形 下 ,如 下 
B. Egi = Y LEAL = E, — t). Ee = 0, 于 是 

EOD p P )=supE p XisupE E. | EM | on 

BE Ur, E 3k dS. 同 理 可 证 下 BRE EDIENY. H 

引 理 4.3.2 任意 氟 款 (多 ET 都 可 分 解 成 如 下 形 
ik. 


E= hta ET.), 
RH o 3h ig RER DLA, BRY nl, Yn 是 F n- aA 
i H Y,—0. 
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-re rn 


证 设 “一 加 ,多 -一 多 让 
Ka, = DEG, 87, 0, Ah = b ls 


ha = En Y. 
Ju] 7. , 世 满 足 引 理 中 的 要 求 . 
事实 上 ,对 Y nET A 

E haa F EGG Yap) 


nl 


—E[t,4- 2; CA — ECAG 974 402 [97] 


一 巨 [5 十 2, (A EAE hi2 7, 


一 六 一世 一 六 
Bk o. XR HEP E naa |F a) a RETo) ELLE UT 
的 . H 
$4 FAE t H E 


mR i Fok ET oa) Jg og R, MEERA. 3.3 中 的 条 
fF Ca) RI CbO JE 55 fr 9. 这 是 因为 

OFER EG +a )—Et., 

E Ho SEG HE SE ti): 
GIF FEQ to DSE, 
E: ro SE — E); 

GDH FA: EI He O = EEI = Et t EEn Spo HEG 十 
gi). 这样 ,得 到 如 于 结论 . 

推论 4.4.1 设 { 如 ,多 ET-)} 为 半 鞭 , 且 满 足 如 下 条 件 : 

当 它 为 上 竺 时 ， supEL, «oo, (4. 4. 1) 

SEAR PB: supELT oo, (4. 4. 2) 
lll goma, c-lim£,, H Elt | «eo: 
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GERZE $ 3 中 那样 ,在 (4.4.1) 式 或 (4. 4.2) 式 成 立 的 条 件 
下 {下 这 下 ETo} 为 一 可 积 随机 列 . 那么 这 样 的 随机 列 是 否 哥 
持 半 替 的 性 质 呢 ?就 一 般 而 育 , 缚 论 是 否定 的 .下 面 的 例 说 明了 这 
— jh. 

£i4.4.1 i Q—[0,1],- Xj [0,11.E B9 Bore 4& & f, HH 


XX P 3j Lebesque W HE. ic As = [ZA ZO. 1€: £.,— 
". D A, Hi 

sLASAT As IKIEL e Gn | ME rE An rc. 
Ü, 其 它 ， 


那么 ,E|t,| = | tdP = 2P(A,) =1, 且 


Ena lF =a 4 rE AAM E, 
EBIaa—2',4,—0,221, FEE Gl 7, 0, al). 因此 ， 
E VwnALZIPA2ERSE.H Et 二 ] (VW nl). 

f8 Æ bo =a. c-limt, 0, Eoo € L,, B. EC, —0. RTL {Ep Fns 
]zn*Doo)A —-T R La. 然而 , 它 却 不 是 鞭 . 

这 个 例 表 明 : 有 必要 找到 某 些 条 件 使 半 鞭 上 在 引 人 和 人 随机 元 
Qs Vc RACES EET. 

XE X4. 4.1 B Fomo U 为 5 P 3M B5 n] R E 


E, {EF non ET AFR. E EF an ET o) ARAE SE BOE 
S (E F nn ETa) A BI. Ga. ARA AT. 
MEE PR BUB H Eo C LUE S BEBE OLI F a) R E 
GF nET o AA HT A RETIER: 
COE D E A o- R RS; 


GDE |E | «o9; 
< TH 

GDES E| F n)a | BR (V nc Tal 
> ES 


73 


M (5 ,多 ET 的 右 闭 元 CES 1. 7 JR A A BIG. 因此 ， 
这 就 出 现 最 近 有 了 闭 元 问题 , 本 节 不 讨论 这 个 问题 . 只 考虑 在 什么 条 
忻 下 右 闭 元 存在 . 

定理 4 4.1 dE PERI nnET HR BIOL EIOS R 
性 是 化 ,yn 七 TT ) 一 致 可 积 . 

证 CEt BF o) A A AT M 

ESE Gel F (O 2a€T-). (4. 4. 3) 

于 是 ,对 Y c0, 


sw], tds h, EE- (F ddp 


=sup | NT MM bo dP. 
证 六 如下 X -时 : 
r=inf {ap >en ETa hint Ø 95. 000 
不 难 验 证 :r 确实 为 一 个 多.- 时 .记忆 一 trET)，, 则 
P(supt£, 7c) SPR) — Ea, 
1 ]1« 5x 
x LEG. * Xn,2 = ZEDA: * Xc-n)- 
i r=0 
X HEX C0. 由 此 即 得 


tA 


PQL) « 2,E CAS, * Xa-5) 
ke 


=} z AEC Kazi). (4. 4. 4) 
iXEXR:GIDC€SG,.., 定义 er ,网 利 用 下 款 性 可 得 
EC(At Ya25) — E[ Yesa ECAY, EPRA 
AELE |F, D = EAE. 
将 此 不 等 式 代 人 (4.4. 4) 式 中 ,并 考虑 到 (4. 4. 5) 式 ,立即 得 到 
P.) —-supEt, Et «770, 3 cook}, 
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ax limsep|, | tàP —0. 从而, (€ T.) ROTAR, 

充分 性 . 假定 (6,nET 了 。} 一 致 可 积 . 则 supEt, « co. 按 推论 
4. 4. 1, C. =a. c-limE,, H Eoo € Za. Bi SET BUE EIC T£. | 034 
noo 时 . 于 是 ,对 Y ACTI 

E|E rimgo Fn) [SEE EIS 7E lF n) 
=E |rt Ee |0 mchi, 
W s E Erta Eal Fn 0a 00 25 meot. HE XE. Y mec T... 
ESE ntn F SE o FE, £s 1| 57,), 
&  LEEQG.LE (G.c). FE: oF LOB BEC. 

推论 4.4.2 KIEL nET o AAEE RE, nE 
To) —8& up fH. 

证 远古 闭 表 明 :3 WILT 0.3 ET} 
AR, 于是, I SS ,,nET。} 为 非 负 下 训 , 按 定理 4. 4. 1. CIE, on 
€T. — SUPER. 从 而 , (6 人 ET) 一 致 可 积 . 

反之 :者 { 如 ET 一 致 可 积 , 则 非 负 下 盘 { 生 ,多 mrET-) 
TI e. nC Tu 297 Stn 8. 于 是 , 按 是 理 4.4.1, 它 们 右 闭 ， 
EOAR 3l Ag GI LOL V... iE 

keti tn Hp fia. c-lim£z , 
W Er F a) 22 S E A T. 3X PADS A R E ngm E. | 
3 ,)—0(a. c) H4 m—oo Bf. AEH nimc To A GSE Enn] 
FISE Ga |F EGLI A 7 0e 157,0. 从 而 ,得 
C-—EGCIHO (VY 2nC€T.). 

推论 44.3 FERIAS LICET. UB BP BO TEE AR FERE UT in 
€ T.) — Si u] RR. 

证 Fi pArA: d BIDUO. o. [818 

GELEEF (Of n€T.). 
由 Jensen «2E E e EB IET LEGIS n) TE, S LO XT AR 
C B Hoo. JO deg E44. 1, (E Re TL) — SEE E. 
75 


T re | - mr 一 :一 一 


反之 ;着 {5 RCT.IISEHDBSIRAR(UT.T.RCTLI)HRON 
ARTES 5... TEG SEGA). fhij 
CELEQN FOSE F OSSEE F), 
EE F ORFE, F ak ET KAAT. 
it MERATE P BEC HE HE 4.1.6 a. c lime fr 
E.H GeF Hoa BI. 这 是 一 个 最 近 右 闭 元 . 
推论 4.4.4 — E BE COR BILE TE AR IER (C nTa XERf 
R. 
定理 4. 4.2 若 9€ Lj 
E |F n)a. clim EH ,). (4. 4. 5) 
证 e 名 一 下 (| 多) 一 五 人 | .多 .因为 
[E SELER F 201] FSE Eo] Fa) 
BEL LIELDAPABSBIFEIBCESIS LX A. 按 定理 4. 4.1, 
UE I;n€ T«.1—3&X HI TR. JA Ta 0 一 致 可 积 . 注意， 
En =E G| D SE El F n (OO ancT.). 
RE s CE F 03g C 的 右 闭 元 . 
由 推论 4.4.1,a. c-lim En = £5 € La Br £ R9 e T R E A 
C EQGLIS7,. RE REEN Eo — E. 
对 Y A€ y .多 ,有 


[ 性-pDap=o0. (4. 4. 6) 
Hur pF. A,€ S n DAT MU A, , A, * AL Cj (AD, TE 
| (Es — PdP = »Í (Ea — 3»dP 
A ECT. A, 
ACT. Ap 
= 5 | [E EGZ MP = o. 
nET a A. 
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注意 ;QE U Fo HUS. 7-2É, HEUP, EA 4- 60 XX 


成 立 . MEE £.-u UM BU. 故 按 定理 2. 2. 1G 978 
ESE EL) =.. 
推论 4. 4.5 (Doob-Levy 定理 ). 设 £,£,€ £j. (C T, H 
L;-lim&,—€, W 


JESUS. 当 noB], (4. 4. 7) 
其 中 LZE F, UC T«2 19g: ECC | a). 
证 令 p=E GIF OSEE F) QOCT.),WT EE 
4.4. 2, B 
=a. c-lim,. 
显然 , 蒜 ? 是 右 半 的 .因此 ,还 有 
Ti 
注意 : E|£,—72| &E|£,— 01 El9.— 71. (4. 4. 8) 
$& (10 VuEBE EI, 79190, 34 mc 时. T JÉ E CA. 4. 80 XX. 
为 得 到 结论 (4.4.7), 仅 须 证 明 
E |En — h |0, 4 nok}. 
J&TU o H Jensen 不 等 式 , 可 推出 
E|t,—75. | E|&,—€|—0, 34 me 时. 
定理 4. 4.3 COSE (LS an E T«r P0 B9 36 XE SR (EAE LP TE 
BERRE F. -Iu ERETU LUE nk ETa) AA HA M. 
(让 ) 半 对 {人 Fn n € T. A BL BO ERE AR PE JE LE EEA 
减 的 有 限 GU. BA RET ah GST F ak ETa A A A F R. 
证 结论 GD 和 (6 的 充分 性 是 显然 的 ,因为 na 一 上 GE 工 -就 
是 一 个 多 .- 时 列 .下 面 证 明 条 件 的 必要 性 . 
首先 ;假定 :8. XH. 354.3 A Ge F a)r D AGa 
S nC.) XM Y F-H r G GSE Gal F) E A RU 
EG.) — EGGS IO EG IL mE BG 
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为 { HF. n € T« RAAT. 这 就 是 结论 G)， 

其 次 证 明 结 论 ( 让 )) 的 必要 性 . 

4d BI .E9k 5 E BROCER BET RE. DUE. bie gg rst. Bg 
J9€L cLZEQG|LSZ. ETa) $ 

=E EG Fn) GC€T.), 
Wu] C. AEAEE A i dese E ERLEA. 

按 此 引 理 3. 3. 2, 对 任意 有 限 停 时 00. rv. .注意 :对 Y RE 
To cr—n,U—rÀAn (a31), 0) HE4. 1.44: EY, «LED. HE 
BÉ Fatou 5| Ed, 

EC, —E limfa slim Epa s EE, ， 
故 六 GZ 于 是 , 删 下 的 问题 是 证 明 ; 对 Y ARZ. BE cos B ex 
cd EG. OE 

XIV n€ T..3E X. =c An =t An M n.o" An SA 
A F., -H ro. 于 是 , 按 定 理 4. 1. 1, 有 

QOGZCEGSLIS.) Gu. (4. 4. 9) 
BR I= UF e) pe go 于 是 ,由 推论 4.4.5, 得 


Lj 


如 有 必要 选 子 列 , 因 此 ,不 妨 假 定 上 述 极 限 ta. ec) 成立. 于 是 ,在 
(4.4.9) 式 两 边关 于 nn 取 极 限 即 可 得 
bECo|F.), 
HF. nET) A EALA TEREA ARAR. 这 就 证 明 
了 绪论 6i) 的 必要 性 . 
例 4.4.2 ABOI B ponl WER r v. aji 
Salhi F= aoan) D. Aro NFA 


R c- (SEO. BA, TGF. B Levy EH, Yy ACA VR 
EGA|H :) ECXa 2-Xa (p-a. s). 


EEr |F) E lF). 


n 
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4 —Hu,. 独立 于 这 s(n 字 1). 因 此 ,EC(X4 LFE) = Exa. A 
a= Exa = P(A) (p-a. s) 这 表明 Z 中 的 任意 事件 要 人 么 具有 
概率 1 要 么 具有 概率 0. 
例 4.4.3 设 了 上 =.Fz) 在 [0,1) 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 
常数 工 ,使 得 ; SaD aD EL larl CY n; €L0,1». 
则 存在 一 个 Lebesgue BI Bim" 8 一 ECz) ,使 得 


fz) —f00)= l'an» (y z € [0,1)). 


证 d Q—[0,10. 9 — 22(|10, 1), P JN Lebesque 测度 . 定 
X: 


D k] 
f, = 2 9^ Ke (n zm 1), 


则 Plé ne/$) m T PU mGEZ 0/6 m. 让 


f 2 0— f 


2 (nzzl), 


ot) —a(00,.5, 
则 S= (85,57, nzz1) S RR. 
FRE, EISELE, EHL f(60| x 2"L2 "—L«oo, 
EE 5, € L. 此 外 
ECGS. il =E Cn [£2 
=DE (fE ITEP S Ea E 


— gem [FEH FEDJE LG. 27 


— facem 
—?DfQ(Gu0T275»—f62]-5. (Gl. 
Bio supE|S, | ;L« eo. Bd Jl , fe E36 4. 4. 1, BD I 
S, — S. € L. 


X|S,IsL«oo.BM B dE di ux a E SB. 
S= ECS a| Fa) Cp-a. s). 
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a a qa apra quus hre acc HEREERIIC DOO ccc emer 3 rm Tn IPPC 


uo 


ERSI[o 25€ s. H 


k k 
E. adr dr 
KEO f SdP = | S.dP. 


对 Y 7E0, ERI k, nol A 5, E Lu 


n 


fiG—f(0)— ['s.ap 一 [Sods 
TE..2—S20.,y€[0,1) BERE NER B3 ER T. 


$5 E Doob 分 解 


FREE F, P) EARI (5.0 suneTS. WERE 
E—- TAB ESTIS E ?7E 工 ,使 得 
GIREGQ|S,) GCT.). 
4 5,— C6 — EQUUS. (ne F o AtA ER. TE, E 
Bj p S I emo EALA m. 现在 ,讨论 一 般 上 堵 的 
分 解 ,并 研究 一 类 特别 点 , 即 所 谓 势 的 分 解 问题 ， 
定理 4.5.1(Riesz 分 解 ) 车 (如 , 史 下 ET 了 -为 上 舱 , 且 
supE$; <co， 则 此 上 名 可 唯一 地 分 解 为 
Emn t, (GCT.), 
Rin AB: E SER EH E60, S &—oolif. 
证 E, HERH, 
Yin EG S7 OKE atai F) — Yin] (p-a. s). 
让 此 可 见 , 对 任意 固定 的 上 ET {7s ynET} 为 一 个 单调 不 增 的 
随机 序列 . 从 而 ,有 有 下列 的 极限 存在 : 
pa 778. c-lim?,,, (y RETo), 


WKE MA a 是 人流 ,- 可 测 的 .注意 : 
< — supEt, Slim EL, S EC, oo. 
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于 是 ,由 单调 收敛 定理 ,得 
Ep, — EXlimEQG,,., 17,9) — im Ets. 
Ad.—coo—EgxEQoo.HBPas€L,o ET). E 5 
Hs SME Gira 5) SMELE Gren E711) F] 
= lim ELEG, cres 57.) F] 
—EllimEG esl Zat) | 多 Ci E S E ED 
Ean F o Q(O,€ T2, 
故 pe R. 
现在 令 £,—£L—&4 MET.) W EAEE. 
事实 上 
mE | 97.) 
—lim£,— EG. 157,220 nET)» 
&, E rp H9, — pa =E Gari KE )— E Gara F n) 
EQLDLS. (€T.). 
可 见 , Hc dE m E. 
tE FEE UE: n—ocH] EE 0. 
Ef, — Et, — Eu, — Et, — EClimE (usi HE) 
一 EY, 一 Jim Ek，〔 利 用 单调 收 全 定理 )， 


鼓 lim E£, — 0. 
最 后 证 明 唯 一 性 . 
IE $E. PET EH LEE AREE : 
HOD-EEULBLuPRED S (CT. 
则 pA (QCT.). 


注意 :到 WP, 24 noo] Ele | ECC JH EST —0. 即 当 a 
co 时 ,Elz, 1-70. Xle XS AER E 8h. FE 
当 mx ooB E | SSE nes i70. 
即 E|ZI-—0 ET). AT i—0(a. c). 这 就 证 明了 分 解 的 崔 
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im ruo mim ———— eT ere pe hrbb riir mio: EP ci H RN 


一 性 . # 

定义 4. 5.1 BIEMME IC ,多 ET } 满足 条 件 ， 

Mi g—9 ool] , EC, — 0, 

REK EJE fü p 3A d. 

定理 4. 5. 2(Doob 分 解 ) 设 $ 为 势 , 则 存在 唯一 随机 序列 o, 
nET- RA FAEM : 

(13a5— 0; 

(e, 是 F aH MA Gl); 

GiDasn ETa s 29 — St T ER d) dE RE B BL ,使 得 

ES Elan |.5,)—a,.,n€ T... (4. 5. 12 


证 dbAL—6—6 asso — ECA6 yn Zl — 
0. A € 8 E BUE ELLE RI non ET BOR HE RE AS. 注意 : 
EG |, e PEEL) m, VD. 于 是 ,a 是 
S, 1 可 测 的 , 令 MEN c-lima, , HY Fi Fatou 引 理 可 知 


Ea limEa,—lim[ — EC J EC, |. 87,192] 
dan meme 4 一 1 
—lim E£, — Ef ) — E£,, 
Bl us C La. 从 而 a, 一 致 可 积 . 
现在 , 令 m= +a nET). 如 果 能 证 明 ;jg 为 右 闭 拷 ,是 
(as 87.) 29 URL BEL 26. M d Doob-Léoy 定理 立即 可 得 出 (4.5.1) 
X. 
显然 ,jh 是 .学 -可 测 的 , 且 fa la (n€T.). X. 


zd-1 
E enal F SEG, — SEQ 7, -D 72) 
i=] 


=E ln HAE E Ain F 0 E 
一 Hn (nzz1), 
T nu 395. 因 a 一 致 可 积 , 因 此 ,上 的 一 致 可 积 性 等 价 于 上 的 一 臻 
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可 积 性 , 然而 
当 moll] .E|£,— En | «EC, HE EnO, 
因此 ,8 一 致 可 积 . 故 按 推论 4. 4. 2,A UG PL EEG L4 E 
a. c-lim£, = & € Ly. 注意 ; 势 是 非 负 的 ,从 而 可 引用 Fatou 5138 
得 到 : 0 S EC. S; lim Et, = 0. 于 是 :5% 二 0, Ca. cO. 由 此 即 得 : 
a. c-lirn gu, = as 1 H Cae v7 28 p. Im Bl. E 
p= Elaa €T. 
最 后 证 明 唯 一 性 . 
假定 有 两 个 随机 列 < 和 a 满足 定理 中 的 要 求 , 使 得 
Elaa | 57.) —a, — 6, E |) — a (d n€ 1.5), 
则 E a = E(a.—aL | F a) = G€T.). 
EE: a 是 F n N. TE 
y =E — a, a) n an= Nn (n221). 
由 此 知 : 对 Y¥ nime Ta A W= Yatma A v Xt p S. 从 而 , 按 Levy 
$E f, a. c-limy, — teo — e. H Y nET. o — a — à, — ss. 然而 ， 
a, —a,—0. 所 以 ac, —az, —0. 这 表明 一 4 AET). 
3E 4.58.2 B (a, 7. n€ T^) BRELAI os — 0. e, 个 a Ca. 
Ou n $ coit, aa € Li. DU ER E A BERI RT BUM PF 91. Ee, E. 
可 测 的 (n 实 1) , MRE a ER BLAU. 若 随机 列 e MEA TRIKE 
质 又 具有 可 料 性 ; 则 称 它 为 可 料 随 机 可 积 增 序列 . 
不 难看 出 ,在 势 的 Doob 分 解 中 , 势 的 研究 被 转化 为 寻求 可 料 
可 积 增 序列 的 问题 . 因此 ,如 何 判断 一 个 随机 列 的 可 料 性 就 是 一 个 
首先 变 考 虑 的 问题 . 
定理 4. 5.3 可 积 增 序列 (2,457, n € T. A PEE AE R F 
E HAEG ORRY 5.."H 


E[ 57, * (0,11 一 q,) | = EG * Gu). (4. 5. 2) 
其 中 somi. c-lim}, tTa Si, c-lima,. 
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证 dH x8 EM mA BI E e — Sx up Bn DH: fei 加 去 
了 T-} 一 致 可 积 , 且 Pont Ts Üa 利用 Lebesque T d er E 
38.18. 
lim E 3, arr) SE Ro taa). 
注意 ,a 单调 不 减 . 那么 再 一 次 利用 Lebesque 控制 收 伍 定理 ， 
即 可 推出 


EL» 19. M (a, ri EM 4.) ] 一 lim ET ^, * C 7 a,) | 
n—tü moms nz 
m-—1 ? 
=lim[E( na -Cn |m h 二 Eg, - 0,541] 
—I-rEG.-a.), 


m—1 
其 中 I—limEC X an 0s — 1:42). 于 是 (4. 5.2) 式 等 价 于 
I —0. (4. 5. 3) 


EC EGG) *0,— 44) —0 (Gm € To). 
=Ñ 


m=} 


因而 , I—limE[ $, C — Ela FD) Oh 0:01. 
(4. 5. 4) 
I (4.5. A0 s rt np dE 0:36 o, 是 可 料 的 , 则 五 (al |] Fa) 二 
&,44. 从 而 :了 一 0. 反 之 ,让 了 一 0: 我 们 来 证 明 :a 是 可 料 的 . 
设 ”为 任意 固定 的 正 整 数 ,? 为 任意 多 。 可 测 的 有 界 r.v. 令 
Em |F 4). dX kon, 
n=] , Xp bn, 
WW 0e VVECTSIIACH RSRCABCB PIA. 1. 22. H, 
?一 五 他 |. 多， Xjk—n—l; 
0, Xj kén- l; 
于 是 , 因 ION EEA NR» mo. BLUE EEA ARA 
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i7 758&— | 


(4. 5. DP Hp 44 
Ela, — ECa, 7,0 * G— EQ 5.00 1=0, 

Mii. Elg an Elen) 97,0) )— 0. 

p: g--sign(a, — ECa | 多))， 则 这 个 了 是 多 ,可 测 的 . 因 
Jt. .E|a,— Ea, 107. | 一 0 帮 

a =E, | Fa (a.c) al) 

此 式 表明 :wm 是 F n VT HER. 

推论 4.$.1 TRAFI] (0,57, n € T^ 29 HL BEBO 6 SR PE 


是 El Si Ca — a4) 一 EC na Gua — a), (4.5.5) 
b 为 任意 有 界 鞭 . 

证 令 J—E( 3M e anpi 一 0,)), 则 按 定理 4. 5.3, 这 个 
RES ATER: J =E ea). 事实 上 (4. 5. 6) 


J — lim EX $e: " (oti — fe) ) 
= lim 人 >， LE Ohi H atl) 一 ECL; . &,) ) 


—lim 5 CECH * 8,44) 一 EG, 72,2] 
= lim E Ca tae) SE Cle tte). 
ÆA 5. 3 MBELE F nn ETa HR, Bie T aon Ta] 
3: Doob 分 解 式 中 的 可 料 可 积 增 序列 、 则 称 a 各 < 为 相 联 的 随机 
列 . 
在 Riesz 分 解 中 ,如 果 上 名 nT ,一致 可 积 ; 则 分 解 出 的 
Bk 6,nET; 必 为 右 闭 蒜 ;而 分 解 出 的 势 可 利用 Doob 分 解 再 分 
解 . 这 样 ,对 于 任意 一 致 可 积 上 鞭 站 必 有 如 下 分 解 
Ea = Pn i nN ET r (4. 5. 7) 
Eh, 为 右 闭 著 , 而 a 为 一 可 料 随 机 可 积 增 序列 . 这 种 分 解 的 一 
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^- Ex E E RS) pz Hl de E F 7; E ER S BS E P5. 
£4. 5.1 Bus une T. X BR. BsupE | es. |^ oo. 利用 
定理 4. 3. 2C p — 2), n] f8 
ECsupl za l) S 4supE |y |*. 
由 此 可知 ， 
GO JE Bk — Sy up E. 从 而 ,有 有 闭 ; 
GOD ,Z— SCHEDE, Mil. dE RES BET E. 
于 是 , 按 (4. 5.7) 式 ,有 如 下 分 解 式 : 
—ui--—5—anCl., 
其 中 ,一 7 为 右 闭 蔷 ;a 为 可 料 随机 可 积 增 序列 .也 可 玖 写 为 
= 


例 4. 5.2 ib a IRI E PIPERIS 为 任意 有 界 随 机 询 , 令 I,—0; 
L= 5&arG. — moon ml SAIS IBIRCT. DE 


A Ta. 现在 来 求 与 1 相 联 的 随机 列 记 . 按 上 例 的 作法 ,有 n= 
H—Bon€T.2 RE vox. 
I£— B, =r, = E gp | SE U I Bnl E n) 
=] prr HECER Gari pn) 7, 
=i fati HEr" Cantan) s 
e a = An HER C anp n) 


(4.5. 8 


Bj B.— uu (rm — 0, 4),n zt l; = í). 
iZi 


其 中 & 为 例 4.5.1 中 与 e HE A he EL y. 

3EXMAA.5.4 ARACA 5. 8D rf i ap RHR BAL UL! o 为 平方 可 
Bi py 的 特征 . 并 记 为 o£ Gus. 

引 理 4. 5.1 设 AFAIRE Goo RAE, N 

ALA = EGG Tl, LI) EGSNE| S, 5 (p-a.s). 


(us, pou — SEUA 97,4) (p-a. $) (n ze 1). 
k=1 
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证 由 (4.5.8) 式 知 :0= ECA, 157,0 — ECAg — Aa, | 
Faad). 于 是 
Ae, SECA | a1) 
=E (Apn) FH 2n, at Gs ao P VL) 
—EQAg|5,.4) (p-a. s). 


a,— > An = PIECAg) |F) (p-a. 8). 
k=] k=l 


$6 AWF 


Bi JL35 4r £8 B9 2E R6 SE LPEE. 按 条 件 期 望 理 论 , 变 量 关 
于 某 个 子 o- 民 数 的 条 件 期 望 的 存在 不 必要 求 它 是 可 积 的 . 基于 这 
一 点 , 似 有 必要 推广 前 面 讨论 的 半 革 ,本 节 将 只 给 出 广义 半 蒜 和 局 
部 半 鞭 的 概念 及 它们 之 间 的 基本 关系 . 
定义 车 6.1 E BE ELA £— EF nn ET ME FIER: 
GS S nET ECL MEA aD AEX B 
EQ, EVO 五 ( |.) (p-a. sy) 
GDE X 4. 1. L'PR PEOR RUE 5 
RE ENT XS. 
引 理 4. 6. 1 车 定义 4. 6. 1PAI EHT AS, N 
Elé | F a 0 (p-a. s). 
d OP XE, 
EG. «eo (p-a.s). 
E texr xr. 
EQ pg, «o (p-a. s). 
证 #F X6. 
ESEE l F Et F D EGO HÓ) y 
Wi £,3 rv 因此 ,上 式 右 边 的 差 值 (a. s) 有 限 , Mm ECERG 多。) 
«;oo (p-a.5), 由 此 得 引 理 的 第 一 个 结论 . 
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a^ wea FACEM | p mpeni erasa rarae camer — SPA) AHH- ILLA NER UR p Li r p ee 


HF ATHE H 
ESKE l F = El E(t) 
因 上 为 Tv 而 有 所 人 一 ce (p-a.s) M E s EH. 
Elé |F aoo  (p-a.s). 

XT; X pA .Q ERMAT iE. 

35EM4.6.2. 1b 6—(E,.-7 nET) BB. EREA 
S BD) nkl METIR: 

(irn * co  (p-a.s); 

(en = (ne Keo eS nl AER, 
MPR $7 SPERA. 

ILEN, EB AR RESO RA. EER n= (poa. 
8) ,lll c kal f JE GE 34.6. 22] A E CO Gi). 

5EX4.6.3 BESE ..nCTS) A EAP V 二 《Ya 
S. oan C Tu AA EBRBU CE 157.9. 定义 随机 列 耻 如下; 


(V *£,) =V" fat >V, . AE ,其 中 n € To, Aç; — 7 mm eas 
i=} 


ME V5 6€ Bg V-AEd&. 

定理 461 设 二 = 人 ,多 naET} 为 一 随机 列 , 且 总 一 0 
(p-a. s), M FA RIES HH: 

(DE X — Ro SERA; 

(08 A-—]" X Sk, 

GDE A ETRO V-3EdR.EIdETE— ODER Y-—I(QY, anc 
T.),Y.—0X —^- RI EL BR ULT] V — (VLL Leine Tus) Va m= 
QE =F n) E C—V-Y. 

证 G= Gi, RE £O SEDE Ar xg. 

注意 :EE AT ARSIPE Gi |F), Cp-a. s); 

2E E Gna la) p-a. s). 

RRAGA E 多 .- 时 列 nto a.s), E4 

E= (Enan F nn ETa) ABO kl). 
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于 是 ,对 n€T.,kl,.d Et [én | Xe) «oo 
=E Ecce ar, | *Xo,75) SEL | Ena l Kep coo 


-o 7 E( | Ed t Xem 157.) S Xem EL| ne LF 
(V k1). 

ER: n>n) 4 EE com (p-a s), EGE lED 
co.  (p-a.sO. 这 就 是 条 件 (i. FERH GD XL. 


REGDE f £ dp 一 | sdP, 其 中 AC. E.,H 
JI. ldP < oo. (4. 6.1) 
事实 上 ,由 Radon-Nikodym 定理 知 ; 

EEn | |) < coe WE QUO = | Elda cA 
€ Fn) Æ c- 有 限 的 .让 AP? — (wE Ghal RP GI 
1), 8] AP'&O,(Qp-a.s), k 4o IN, HAP EF, (EIER D, 

QAP) = fi SSdP 

一 J .Eden [F AP x; k «oo (kIR1) 
如 音 对 Y £21.48 
EZS dP = [xe -EdP (V A € 57,),(4.6.2) 


则 Xam En = Xam E Enta [7,9 (p-a. s). 
iE k too, M EARE: ESE Fn) (p-a. s). MT, C222 BR 
xr. $&& m (4.6. De | &udP 一 | saP， YAE FMA «— 


co CH C4. 6. 1) 式 )， 

下 面 证 明 关 系 式 54. 6. 1). 

注意 :15 和 | 一 (Ene, | "Xeon F nET A FTA, 于 是 ,对 于 
VAES, QLA, A 


| ,lS laP = [Sal * XowdP 
AT (ra Af tr m 
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ES EC|S ean * Koso lm dP 


AT! {T >H} 


= [én | * Xo sod P 


AT] Cruz m 


一 lE 1d. P 


AF) ulum 


s | LT id P = QA) « oo, 


&. 


AR 由 单调 收 合 定理 知 ， 


{ 
$e lEn] Xenzo Xas Em = 


| |f, dP x | |E Id P. TÉ. AC. ‘QLA «oci, |&, | *Xa 
€ das fEl Xa € L,. 
令 二 ee su) "Xa HG ES, "Xem "Xas Mi pel QUU TE Li 中 UT 
RAR, EL Gi. s lt 9t. FJ h Lebesque 收 般 定理 ,有 
| &dP == lim| 六 * Xe 5 dP = limf £1 * Xiram dP 
A 看 一 cx A k— ej A 


= | éna, 

(D) GiD. Bp £ ArT AAE 为 某 炊 了 的 六 -变换 

B AP, E,—E, r E BT LR ERI EAE | 多， 为 rw e 
下 (| AS [.57,.,), EGAS [ 197, 1:250, 


Vou (nzz1); 
l, Ey. 


Wo=0; W, =V; nD Ym0T,= DOW, O AE (n> 1). 
i 二 J 
Bu 
EL VV Yt DIV 2 AY, = NV, eW, A8, = S AG 
r=] r=1 


1-1 


= COE E V FY), 
2 BRV — {Vn F nan ET) A T BERF, 
W= iW, Fron ET o) 29 T R BSELAJ. 
SY-—QO,Q.nucT.Nugogs E 
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E|Y,| =E] 2,W, + A&| S] EQ, - | AG) 
+ 一 1 一 】 


= P EW, - ECJA&T S7) Cn «c oo. 
1—] 


ECY ap |, SY HEW aa AE LL 
=Y, +E (Wap ECGE | 57,)) 
—Y, (p-a.s), 
故 《一 V YY 为 对 了 的 了 -变换 . 
Gn)-G), RJ E AEA Y dg V-dp 48 6 为 局 部 蒜 . 
BE 《一 7. 梅 作 如 下 停 时 列 co ÀZR1: 
r,—infinzz0:|V.ua [75] in moo. 61-4. 
则 rekel RA FANER: 

n 2g 5 O-R. XX JE DIR P V ETEA; 

2 r, * co(p-a. s), XX EE Jg dj ]- V. OH rv. i 

I Vaan (S (p-a.s) f& v, B SE X 9T d; 

P PO NV Y ann Xe s F onla (Y RID. 

事实 上 ， 

"AT, n 
E|& | EC Š V.| AY. D « & S] E|AY,| < oo; 
EAF |5 nD — ECOTYO a — OY, Del 
= Yine E WV ua AF apa 92.) 
=Y Vr ECAY na |.) 0. 

ZR E): Br. £6— VY ARRA. 

例 4.6.1 对 弈 策略 问题 . 

H pkl dE S AIRES Bernoulli r. v. 499, H Pj —1)— 
pPOn-——1)—i-—p-—qg.H pego. ib Gn 1819, — 1): I 
dcm GEB. SROT RB n 轮 时 甲 方 成 功 和 失败 的 事件 .Y, 表示 甲 
KER n EFFETTO. E 表示 甲 在 第 轮 对 弈 之 后 总 的 
iE, WH 5,—0;6,— 6, V, OUR D. 假定 9. (065,0), 

9] 


rr TR om 


—s(h shes) G1. WEB YESÉ n $e XE SE BO BIEEIE V, 应 
根据 n EE 23] Ai BO RE fni TODO DESI ES V, PETERET (041,2. 
… BS 87, u- nf NLIS) r v. 这 个 和 解释 表明 :可 料 随 机 列 V = (Va, 
F a 1 人 了 -描述 甲 方 在 对 而 中 的 某 种 ”对策 IRR. 


AY. Dy DY = 0, 则 
i=l 


E= SOY, * AY, (n zm 1»,6,- 0. 


xx T P x de B3. 88 7r Bj dur e JR Te] rd EE CURL Y 83 VE 
H. 

TEARRE 入 的 不 同 分 布 讨论 三 种 情形 : 

(Dp tq Eat Y JB m EA GUB. 这 描述 一 种 公平 对 
弈 模式 ; 

(DpL9. EX EGY, |F 0—EGL|IS 0 — Ej, $—97» 
0, (p-a. s). 因此 ,7 为 下 载 . mi ECASL | 55, 9) —V,* ECAY, ! 
M. = lpg) V >O (p-a. s). Fd € Jg XTE. AER, 
£ i RE READ P ERIX XE — Aa A A RR ARR; 

(iii) p«qg T$ GD Bg BrTG 8 29 E c8 BIA Y AER EAA 
38k, «b, RE fap Ep DER. 这 描述 一 种 对 甲 方 不 利 的 对 穿 模式 . 

现在 ,考虑 在 对 奔 格 启 中 , 博 弃 者 采取 何 种 "策略 "问题 . 为 此 ， 
考虑 一 个 具体 的 “策略 ”例如 ,如 果 甲 方 在 普 呈 一 1 轮 次 对 弈 中 一 
直上 失败, 那么 他 在 第 n 轮 对 弈 时 将 赌注 如 倍 , 一 旦 成 功 就 退出 博 
Jp. 这 个 “策略 ”的 数学 表示 如 下 ; 
277, * P 4—-—1.mixn— 
0, 否则 

如 果 甲 方 按 此 “策略 ?行动 , 则 他 的 输出 量 避 共有 如 下 特点 : 


zi p= l Lin f, 一 一 Sy, 一 一 (2" m 1); 
i=l 


车 Y; = —1 1 和 ?+1 二 1， 则 f= E Fn L. 
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l, 
V,—0,V,—1;V,— | (n>2). 


这 表明 , 甲 方 在 此 “策略 ”下 CHOSE IE ABSURDUM LI 8. 
FAH EELER R F E RT A r. 
AE X :r=inf{n>l:6 =l} yr 二 00, 若 {…) 二 Vi. 
PR ELT 1:5 1. «Lr. 这 个 事实 表明 ;r OI HB Jr AC GE REGE 
的 时 刻 .+ 具有 下 列 性 质 : 
Gr 为 有 限 停 时 . 事实 上 
Pir—n)-Pí(£S«cLl&iXna—liéc-lb-Pis- -—]1: 
Sisal pl) Sgp. 
P(rzoo)-— AP =)= 2447 * p]. 


Hu] 


id c-r HM PG, —m m qn pma BR gl 
其 极 大 值 点 Bc s q— a Poo Css oclo, 


PG,» M cac - lado «pan 这 表明 ,对 
弈 对 甲 有 利 时 其 截止 时 间 比 不 利 时 短 ， 
GDEr-- 4. 事实 上 


Er— Sn- P= n) = Xin “2 p= " 
FU 24 pA 时 ,Ery ARAH: MOAIER P E PI, CEA LER 
间 缩 短 

在 经 典 博 弃 论 中 , po s eg 时 ,这 个 系统 #( 输 时 赌注 加 依 , 训 


时 退出 博 斌 ) 就 叫做 一 个 装 , 这 就 是 鞭 概 念 的 由 来 及 其 实际 背景 
定理 4.6.2 WW E— (EL VET.) S BRA, —o0, 
(p-a. s). H 
EE | i5, 0 r. v. CV. 222), 
T iE 384. 6. 180 fide x SE BER vr. 
证 其 证 明 完 全 类 似 于 定理 4. 6. 1 之 证 . 
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$7 FRAKA Se 


按照 推论 4. 4. 1, R 'EsupE | S, | oo RE VAR E HEX EL 

£Ca. s) Wc SCRI SEHR] EAE RE 定义 符号 ; 

(£m ME eo lim£, « oo). 
考虑 到 推论 4. 4. 189 AR EET BR SEIL RR ELEC UC RE (6.9) E 
是 一 个 零 概率 事件 . 因此 ,讨论 收 估 R 集 {和 一} 的 结构 与 范围 就 是 一 
个 很 有 意义 的 问题 . 本 节 解 决 问题 的 基本 思想 在 二 有 友 复 利用 推论 
4. 4. 1 的 结论 . 

EMIT 设 #= 人 {NTw} 为 随机 州 ;7,= 二 inf ini: 
Sahn =n, R Un 1 OL rno) 2€ COg X WT; 
CH= EE 6 F VET. £,0,B ELE D Xa «oo. (V a 
90)j. 

5| 184.7. 1. ECCA£, 2 * Xa KSEE * Xa ) C oo€3 EE? 二 


证 EC Xa) = E[CA&, tE Dt * Xa ]a d ECCA&, )* - 
Xa,?. 
定理 4.7.1 EAIM, H E= 0, supE£, «co , Mj £c 
C*. 
证 事实 二 ,由 定理 4.1. 1 知 
ECE, * Xi acm) SE rne Xo o SE Qo co ER EA aL) 
— EQ, * Xo 2 &supEe,. 
由 单调 收敛 定理 可 得 
EG * Xa )SsupES,. 
FE 5. EU AEn Dt - Xo OSEE, *a 0. PL EC C. 
引 理 4.7.2 UE 6,0. E E(up | A6, Doo 8 | AG, | e eo 
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TO mir Amperea e ur Ri i cra mra 
Ua P TLLA -—MQ—À a aL. 


(p-a. 5), CV n=), W £C C". 
证 ELCAS 2 * * Yo, ]& EGup lA, D ER &. 


定理 4.7.2 FEATS, ECC Du 
7) supe o0) (p-a. 5). 

证 mH. TIC (supé, coo. 下 证 反 向 包含 关系 . 

令 EF (En F nonl) WEE HA. 1. 1, 3x E — e PP. 由 
5| 8$ 4. 7. 1 EI. £C € C^ — EE. SEE * Ya ca «oo. 于是， 
sup E£j,. «oo. 采用 推论 4. 4.1 可 推出 :f,.E L(Y a 之 0), 从 而 ， 
对 Y a>0, 有 {Tt 一 oo} 和 (一) (p-a.s), H 

于 人 一 ). 

然而 , {sup&<oo} 一 U (sup, La) = U (ze) C (6,7) 
(p-a. s). 

推论 4. 7.1 V ESL B. ECsup| AE, D) «oo JU 

(6,—) U (im &, ——co,lim £,—921 = (p-a. s). 

证 不 妨 设 与 王 0, 则 按 引 理 4.7.3, 士 EEC+, 因 此 ,上 由 定理 
4. 7. A 

(lim £,«ec)— {supé , <00} = {£>} (poca. s), 


(lim £2 —ee)- (limC—£)«ee)-(—£-) (p-a.s) 


= {é} = (lim $<oo}U {lim &2»—99) (p-a. s). 
由 此 即 可 得 结论 . 
定理 4.7.3 BEATA, AH Doob 2H OS £,—m, tA 8€ 
T... 
OF E JE fà , Nj LAS eoo E LE,» IE (sup, <o} (p-a. s). 
GDE FECT, Bi (5,7) — (supe, «oo C LA 00] (p-a. $). 
GDA EEH, H EECH, W (6,9) — (sup <00) = LA X 
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€——————— eee a ÁÁ— —r—"— Dot E M! 
--— D na. Rm imam rrr 


oo) (p-a.s). 

证 显然 4iii? 是 (与 4ii? 联 合 的 结果 ,而 按 定 理 4.7.4, 我 们 
仅 需 证 明 两 个 关系 : 

WDE DREH F, (Asco) (p-a.s); 

(b) E GI Z& fF P isup, « eo C LA o0) (p-a. s). 
—(a) EX c,-infinze1:4,,,7a])50,7 00,2: 05) — 9. BH A RS 
可 料 性 知 :ou HCF pda it. ER LA, Sa. HERE HE A. 1. 4, 

E£,,, — Em,4, HEA, , Eto MEA, Sa EG, «00. 
-—supEE,., «oo. 
H HEA. 4. 1, BERI 48:0, € L.. Mom 
(s,—oo;C-(£,—)  (p-a.s), 
Ex (As oo] — D Aoa o U (e — eo) C (55. 
—(b) 利用 定理 4. 1. 1, 并 注音 6,—0. 9| 284. 7. 4 可 得 ; 
supEA,,. «oo. 
由 此 上 A ROTE TE REL 3EOK Fi CALL S SE PR. RTT : 
A EL MA in-ooBC(A.«eo? Cp-a. s). 
=> {sup «oo U (m=) LAS o0] (p-a. s). 
推论 4.7.2 iE y— Un Foka AATE r. v. 列 , 多 ,一 


(2,0). 49 &—0;£,— 5m (QD. 
t=1 
(DEO F a) « oo0) € (6,7) 《p-as)i 
六 一 】 
ERA 五 supy «oo , W 


(DER, F ni) <0} = (£,—) (p-as). 


E REN: Rp=AS Gl). pož. é EAER TF 
pt, 
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而 E= 2,0, — EGLI) 十 SEG Su). 
k=] 


业 一 荆 


记 此 式 右 边 的 第 一 个 和 为 m PAAA A WERI Doob 
分 解 式 为 ”所 一 ms 十 4 于 是 ,由 定理 4.7.3(i) 可 以 得 出 此 推论 中 
的 第 一 个 结论 ,此 外 ， 

E(supy,) «oot3E (sup | Af Dost, 

故 定理 4. 7. 5(iii) 表 明 此 推论 的 第 二 个 结论 成 立 . 

推论 4.7.3  (Borel-Cantelli-Levy 引 理 ) E B, €T, nl, 
则 

(È PULLS] « co) = { $} Xm < co) (p-a. s). 


Hl 


证 Xa k=l, M 72 8E LEE t ANA AI. 由 此 得 
到 结论 . 
iE  Borel-Cantelli 引 理 确实 可 以 从 上 述 推论 中 得 出 , 设 
B.C ,nzz1; ,=o{B Bs Bn (nzz]1). 
GE >)P(B,) < oo, M PCGB, 1.0.) — 0. 事实 上 


n—1 


ea N Xn 
EC? EX |97,.,)) 一 lim 5 PBD = 2 PCG,). 
S e] r=] 


54—1 


因此 (SEQ |F.) « co) =R (p-a. 5). 
al 
推论 4. 7. 3 表明 ， 
{Dj Xs « oo) —£(2 (p-a.5). G9P(B,,1.0.) = 0. 
am] 


(O0 PG, = co, H(B,,n Ze 1) 为 独立 事件 列 , 则 


n=l 
PGB,,i.0. 2) —1. 事实 上 
DO PB NF) 一 PB) 一 co (pa. 8). 
n—1 n=} 


于 是 ,推论 4. T. 33k HH. 
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(D Xs <œ) =Ø (p-a. S)t€9P(B, i. 0.) — 1. 
a—i 


iX E BE er REL CO , CO ER, B. -C. 引 理 ， 
TF oie r9 Bg ag da SE In] En. 
定理 4.7.4 di 6— (0, Lane Ta) 3g —E Jr vd BUM , Bj 
(Gu oo)jC (6) (p-a. s); 
着 还 有 ECsup Af, I!) «coo, B 
(E Ea 00] — (£,-*) Cpa. s). 
证 EE CA y= EHAA EFH, HE. E= 
p ta.5) 事 实 上 


Gp; D ECAP Fa) 
&—1 


— S EUARY |F) = i, ë}, (p-a. £). 


+=} 


于 是 ,利用 定理 4. 7. 30), A 
(GC. Loo (EIE 
(Gps oo) (MD GSTDIR) 
—(E&—1 Cp-a.s). 
这 就 是 第 一 个 结论 . 下 证 第 二 结论 . 
按 定 理 4.7. 30D , AnAR CE— 6, € C* , pf 
(6,8), «o0 — (E Cs museo) 
—1(€5,2-1)--] (p-a.s), 
JA. {E Ea ooo (6,7) — Cp-a. s). 这 就 是 所 要 的 结论 , D 
Jt. 38 F Be ERES uc; (£— 60^ € C* . 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 :名 
—0. 于 是 , 按 C Z 3g X 8€ € C* eGE(AGD* «Yo )« oo (V 2770). 
E:r mintin Rajn =n, A e=. MA 
LAEE | -Xa SLAE 7 十 2 和 | 1A£.,1 ]* Xo, 
&C[ CA&, HE a tH AR D a, 
«(a t2 CAE, 07) * a, 
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SG 2*sup | A6, 17) * Xa, 
SEAE, | Xo )sza-- ZE Cupi Ag, |) «oo (Y a>0). 
定理 4.7.5 Wb Emin F uVncT«SI ADF SILBUELA— TA 
S oan€Ts o —5.) 24 PEDE BS ELTE. H A17 0,4, oo 
(p-a. s). 


z 
GUÉ > ELAR Ien < oo (p-a. s) , W à 


(p-a. 8); 
GDA (EEA € Bg EAE, EL C8, 80. moo p-a. s), ll ES 


— — 0 (p-a.5). 
着 一 


证 4». 21 Bm — (m, Fon 学 1 为 平方 可 积 团 ， 


i-l 
上 且 其 特征 为 
AE? |. 
(mm, o») ECAm) F, a) =) EOS Uia qu y, 
t=] 1 


t=] 


i Kronecker 5| H: É limm, (a. $s) 存 在 且 有 限 , 则 


=+} D AcAm 
n *=l1 H 


因此 ;为 证 命题 ,只 需 证 明 ;im*} 二 人 2 Cpa. s). 
HERA 7.68: On m)a LoG ima)  (p-a.s2. H CO nm 
HZHH: On mou oo) (p-a. s) W ima >} Cp-a. s). 
现 证 命题 5ii). 为 此 ,需要 用 到 如 下 分 析 中 的 结论 : 


“命题 (x ) ;车 a 六 0,n 这 1; 刀 二 SaD) S: yT 
Aa} 
ED’ EE, Eh DO, 
, A= æl, 
X l, 否则 ， ) 


刚 A; 4 o2(a. s). ATA. PE 3X 3: (6,6, — 0, WE i TF 0500, — 


0 (p-a.s). 


24 EC! FD MA EKA I5 0 —0 (p-a.s) (1x 
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s= arm- -eme a ara ree! IL 
— ane rn e- o 


si). 
4 SÜEDA =N (p-a. s). EEEE o 
EQ' ,3 i21,2-«€ (05,0701. WA AEG RO RE 


S EAV IZD _ S. ECAEDI LS, 


Ai " € DP S 


k=] 


TE, Pie GR 0 (p-a. s) Q' E. Ji 
p (p-a. DF A =Q E. 
定理 4.7.6 Wb EC—(L, F unceT.P FH, EH Doob 分 解 
为 
E= me tA, GC€T.). 
* IAF I&C Cp-a. 2 H P C XE up T x Du 
[4m m. d- A00) = (0) 


或 (2; CAE, + (AE)! |F) «oo f 
UE HE. EGupl Am, DLC Co, Hm APHRA. 
此 ; 按 定理 4.7.4, (0n, m)? Az oo) — {m m) (pp-a. 5). 由 的 
Doob 4r fi 5 
LON Ma d AS eoo EL E) (p-a.s). 
由 引 理 4. 7. 20 ,.(£— £9 € C^. T RE TEE TRA. 7. 3,78 
{FCA oo} (p-a.s). 
(£,—) — (£M {A Coo)= GM (A <o0) 1 n.) 
— (EM Ao D onm en) 
一 {mm 十 A 人 oo}. 
定理 4.7.7 设 2 二 {6,. 祈 ,yn 之 1} 为 一 随机 列 ,这 ,= {7， 
Q),C 为 某 个 正常 数 , 则 级 数 2 在 如 下 集 A LEK: 
A={ DOPOR] ECF ) <) N CB] EOQTI S n) 
n==į 


n=l 
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<æ N OBVOL S7, < 99] , 


„=l 


其 中 ESA * Xii V QI )-ELG-— EGF |. ]. 


证 让 多 ,二 2216. 按 推论 4.7.3, 有 


{ SIPE C| F n) «o 一 (> Xue «oo (p-a. 8). 


于 是 
A(1CX —)—A[lt 2/6-x Six 7t) 


-Ant2zmo (p-a. 8) 

其 中 7,— 8 — ECQ/ F). 

4 Y, Yh MY AFFIRM, H Dl 2C. 于 是 , 按 定理 

是 一 
d. T. 6A iY, Yna < ea) 一 (Y,.—) (p-a. s). 注意 :7 名 | 多。1) 
SER F p, D AYY n AM YY o= 5, VOLLE, 0. M 
h= ] 
而 
(22V Ln) {Y} (p-a. s), 

故 A(1UX,— 1 =A. JA ASX, c} (p-a. s). 


注 EEEE Kolmogorov 三 级 数 定 理 的 推广 . 事实 上 , 假 
E 总 321 ,是 独立 I. V. 列 , & F 一 Ce R 


A={ oP{l Z2 C) <} N CP EED < vo] 


fi C9 veto < oo. }. 


Eip.A-qpQgmXopoJSrL|LBES.AGC(X,—) (p-a.s). XP A= D, 
则 三 级 数 中 至 少 有 一 个 发 散 . HESS LBS Apr PL BU RT XMMS 
£5 (p-a.s), W :{X, —}5A (pa. s). RME K FE — AR E ER. 
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第 五 章 半 革 (CIE) 


本 章 是 半 鞭 的 续篇 . 前 一 章 的 许多 结论 都 可 以 平移 过 来 ;但 使 
这 些 结论 成 立 的 条 件 有 的 不 再 像 离散 参数 情形 那样 简明 , 本 章 最 
主要 的 结果 是 拟 鞭 的 Riesz 分 解 及 关于 势 的 Doob-Meyer jg B. 这 
些 结果 的 最 重要 的 应 用 在 于 平方 可 积 邯 . 此 外 ,我 们 还 将 介绍 正则 
势 等 有 关内 容 . 主要 讨论 对 象 仍 是 五; 空 间 中 的 举 蒜 ,所 以 涉及 到 
的 随机 变量 均 定 义 在 革 个 完全 概率 空间 (4 有 ,PP) 上 ， 

本 章 的 某 些 常 用 符号 定义 如 下 : 
T,=10,al,aER*=|0,0); 
T.—R*,T.-—R*-4 (o9); 

了 一 了 .或 了 

FAET A F 中 的 代数 流 ; 

SEA CTS ER xS o- 代 数 流 ; 

FAET, Fo =F VERRE ER o TUE 

S. =N FF. =F) JETNO. 

注 当 比 较 随 机 变量 时 ,比较 关系 的 成 立 均 在 "p-a.c 意义 下 
理解 . 有 时 在 关系 式 之 后 注 明 “a.c”. 但 经 常 省 去 这 种 注 明 . 


$1 半 蒜 概念 及 例 


Bg £OOuC€CT. GE SLTECQ.,PD) E. AER ECE TF 
FO ,有 即 对 ¥Y LET. EOE F up ue ig. e HASEE UO VE ET} 


表示 具有 这 种 性 质 的 随机 过 程 . 
定义 5.1.1 FRENAR, FAET) BERT IET, 
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me mde -er rerem rii ro H rek Here, 一 rr 一 全 HEHE 一 HH 一 


EG)€ L, AE st ET,H ss. 

E EGQGG)LZOs.£GOÓ,BW f£ gbiry A BE. 

E EGG) | ,) -£G) , I| ERE XE REA V s 

E EEU |F D zz £C) , B] Erie E P XR. 

3 gb LER BE an P JE x 

S000=p + A ET, (5. 1. 1) 
Hp, CAR, TAARE iS ZR URE RH NI E 25 B 
EE EL. M ERULITTE A ER. 

Mut sg XL PRI EUB R: — ERER RI ARS A A RP SERERE SE SR 
的 代数 和 ,这 是 因为 A(*) 可 表示 成 两 个 增 过 程 之 差 ,而 增 过 程 为 
FTH. 因此 在 令 后 所 涉及 的 半 扫 如 无 特别 说 明 均 指 这 个 定 必 中 的 
Bj — 8p fr sl Se E. 

按 Doob 可 分 定理 ,总 可 假定 半 鞭 是 可 分 的 ,以 后 如 无 特别 申 
明 , 所 涉及 的 过 程 总 是 可 分 的 . 

AE X mu EGEHISRELE pER,X ETE, TE BO ZR UESH Pr D 
He. 此 外 ,上 一 章 中 的 引 理 4. 1.14.1. 3 & $E 16 4. 1. EXE XE ££ 
参数 情形 显然 成 立 ， 

例 5.11 WE WGO.tCT HELE, P) EEJ ur AER HL 
讨 程 ,其 样本 画 数 以 和 概率 1 连续 , 且 作 60) 一 0. 让 

过 ,一 Te :0scust) ET 
如 果 此 过 程 还 具有 独立 增 贡 性 质 , 及 EW (1) 二 0 GET), Wit 
ip t. 
事实 上 ,对 YY sm Tum SB 
EW |.5,)) —ECOV G0) —W GO-FW G2 57 
—WGO-EECOV G)—W OG) [27,2 WCG). 


H 
3175.1. 1 WEW, F ET) A EH, HJ rv. 3, 使 得 
EG)ZEEQ EET. (5.1.29) 


加 果 SET., H s, ý ; 则 变量 族 Es ,nl 一致 可 积 . 
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NENNEN gi. ———ÓÁ ibi m e r ar ~ 


证 d EBREEOSUY nz. EEG SEE. 从 条 件 (5. 1.2) 

式 中 可 以 推出 
£7 Gs (GC 917, D EC] H7); 
EE Cs ) &;E |. 

从 而 ,对 Y nel, A 

E|£G.|-—2E€ GO -FE£GOS2E|7| 3 - EC — Cà 07. 
于 是 
POEGO pos E cE esee ui sui. 6-1.3) 
EA SESQOIRECGOZRES.HBH EEC) |. EF JC lim EF GO R, B. 
lim Ee Cs, JEE Gi) (V Ecl). 

HERREG LDAA: H V e 0, d &— EGO IA 
Y —A(G)220,2-34 ak M ARAN Mf, 

EEC) — EfG) Ke, f, Go1dP <e, 


其 中 A. umm i [és,) |—A)e-,. mg XI V nc ER AA » 
有 
f colds EG) — EG) 1 JAP 


十 | EéGOIH ,dP < 2e, 
m limsup Í EG IdP <e mA 
l— os ark Apa 
limsup | lE olda —0 (Vkzel 
Amo one Aaa 


于 是 limsup | 1£(s,) |dP x c. 
Amen N LM 


Hi BEAD: (EC Gnzz1) 9E E — SE n R ER GE. 

Bg TB—mu 84.1557. h2—1)CLHBs5a.a-—supítt 
€T;.I,—[0.sz JP). Hir, Oscisck—1)Xom J 的 前 下 个 元 素 , 重 
排 后 可 要 定 ;#6 过 过 过 4 令 二 全 ,0 入 [入 EIMPnes. 
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vis Cr 722 38 GR FF A] EG) QíC HP , XT ír rj LFA. A be (ri, 
ra) =limvf Gr) , MIF pn (1,2 AFA EG) tEn ATG sral 


的 上 穿 数 . 
引 理 5. 1.2. WELEGO S7 EE TIS ES, RII 


En” (r nS EEG; )—n)^, (5. 1. 4) 


其 中 Fi SICT.H rir. 
证 注意 ;上 一 章 中 的 公式 (4, 3. 8) 蚌 一 个 关于 下 蒜 的 下 穿 数 
fh itih. 由 此 ,立即 可 得 出 上 持 的 上 穿 数 的 估计 , 即 Efi Gun x 


sa ) 一 rm1) ,由 单调 收 敏 定理 可 知 


Ew? ri sra) = lim Ev Gs uA EGG )—n). 


ERARE m B xpe — 一 般 都 假定 是 右 连 续 的 那么 ,什么 样 的 
半 蒜 过 程 可 以 在 随机 等 价 意 义 下 是 右 连 续 的 呢 ? 下 述 定理 回答 了 
这 个 问题 . 

定理 5.1.1 EFSF na AET,WEREGO, F, ETA 
4 —BhiiEIIERITEXE CERE BA meS ECCO HC TRE I. 

证 XE. BEO, Fur T) IE RECS EBE, 
BPO —f£0)-1 CET) ME EEO — EECO,.EC T. [ER 
SE» isni CT, H s tz $ =E), B] B ERE, A £GOZ 
EGIF) G1) 从 而 ,由 引 理 5.1.1; 随 机 列 £60 ,2221,— 8t 
可 积 , TE EG >l X HI BL. 5 d EGO ID E ERE ES EGO 
ut EO. B imEG) EG). RERE m GO) — EEG) = EEG) 
7 lim E£G,) lim E£ s). FE ss HERE: mO ER. 

充分 性 , G A Gir) = {w rr) =}, QA R 中 有 理 数 
全 体 , 则 按 引 理 5.1.2, 有 


PCA, rira) 0 (lrn Rr). 
tas | A Gron RP Grir) E (Goris) nl,rivre€ 
iihi f: 
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Qrir W PCA)—0. FE, IV ec A 有 

vr. oo (nalr EQ Er). 
这 表明; 对 ¥ oE EET TEIEXE EC T. ARAARA 
限 ， EG w) =limé(s,w). (5.1. 5) 


IEI 


现在 定义 
£G 0), Xp CA, 
EL (ft) = 0, E ecA (ICT) (5. 1. 6) 
BW) xpERIECO F a ETRE RHA XE EIBGE HON E. 
下 面 证 骨 这 个 结论 ， 
ibis.nzE1RCIJ ARA s: BREST. H ES ES 
E£G)ZEEQGO|Z. (zl. 
从 而 ,由 Fatou 引 理 及 多 ,的 右 连 续 性 可 得 
EO ZlimE (GG) | 多 光裕 天 (Hime(so) 72 
—EQUGLQ)|50—6&,.(), 
故 PEWEL G=] (WET). (5.1.7) 
注意 ;mf) -—EE£QG).t€ T, EAER. 8E AAS 5. 1.17 
fg EEO) —limE£ G,) = EClim£G,)) = E£ 0) (re T). 


Bil E((EQ)—£, (02) —0. 
此 式 及 (5.1.7}) 式 就 意味 着 
PESE GDS] GET). (5. ]. 8) 


这 表明 ;位 OF ETRE, F ETIR — TR E SEE IE. 

最 后 证 明 S. CO E. 

请 SICT,.H PLE. s, C Incl. irs, Y s. 利用 引 理 5. l. 1 
EECH ES fa] fe ut 

£,G)— ECCL GO] 57) =limE (E (s) 57.) 
limE (EE) | 多 ，) | 570 2 ECXCEQD | D. 
考虑 到 {5.1.8) 式 ,立即 可 得 
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CL GOBEC WO |F.) 
推论 5.1.1 车 .多 ,一 多 a ET, WERA EG, FECT} 
者 人 允许 有 一 个 右 连续 修正 . 
证 BA m= EEG) — E£CO) EC TIR I o mCO dE ELM E 
述 定 理 的 条 件 满 足 . 


$2 FRH A AE 


M 8j — XE rap ELS IB SE SEIBDCE PH PE ES Ho SET ERER EE 
切 关 系 , 本 节 讨 论 在 连续 参数 情形 下 的 右 闭 性 问题 . 
定 艾 5 21 EG), A AET AFR. BAE Au) 
满足 下 列 条 件 : 
DF LX GE 中 的 子 -R H IC ano” QET); 
(DELE F -f Ni. HiccL: 
Gi (GO Su zCTS) RISE XE £000) — 6. 
i fk IH 3E Stc BH LER CELL F 0 28 Ho SE MR SEL BELL. 
以 下 ,我 们 总 假定 
Famol U 7) ,Q* 一 {rir 为 R HHAH). 
KEARE o FARAT e Eo SEENE o) a E 4,59.) 
V AD AT. 
引 理 5.21 i G):—1.2.2)9 XT t€ T 的 一 致 可 积 随机 
过 程 . 车 随机 过 程 £C 8 EET. 
fiu WEG SVO) GET), (5. 2. 1) 
则 EU ,ET, 一 致 可 积 ， 
证 (5.2. D zx 9 f GO x ET (GO fZ OG) fi GG tf U) 
xf OET. AE, AAR AO ,fst*),$(:) 均 是 非 全 的. 
HE: AOC ARST: 
G3 c20,2-EfÁ,QO Re QET), 
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-= acr. mae rrem crinis ARMS ORAL LR m er pe 


GDE Xosa * f GDCLTORT tT —8c gr. 
此 外 ,对 Y ATO. HE AE Co. 2. DAT A 
(EGAT {aA N ET). 
于 是 ， 
E eoi EG) SEG o£) 
ELEC o» iG XT UCT E Y. 


RBA.ECOGOOEEf,G)c QET) A 52g m Gf GD. 从 而 
EHET 一致 可 积 . 并 
3|385.2.2 ME F AET AARRE AEE, 
ETa — Mn fa. 
证 WHESCT.2 nId. H s Aoo G h5 EG) FaF, M 
Eo F onl) Ah. 接 推 论 4. 4. E 右 闭 的 充 要 条 件 是 一 致 可 积 . 
而 这 等 价 于 :了 2€L,.1 
5 EGQ|S 2. 
于 是 :对 YE 了 IT-， 有 
EUM S= EG |F ,). 
XjV A0. A,;— {EWO | 7-7 A EF, A ff 


| I&o iP « [ EQF AP = | [gldP. 
Aa Aq Aia 
Pea EO <E rok FETERE H 


| |E JAP 一 > 0 关于 :ET 一 至 成立 


HA 


于 是 ,SG AET, — HR. 
定理 5.2.1 dEfb FARIECO, ECT. BI) EE AR IT E 
WTR. 
WE ”如果 ECOG. B3 7€ i, 使 得 
£GO)z.EQglz25 GCT.). 
EXC £007220. 于 是 , 按 引 理 5. 2. 1815. 2. 2,602 一致 可 积 ， 
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反之 ,; 设 SC:) 一 致 可 积 , EXE XS OsCs «oo, B. 5, 4 oo. 4 C, 
一 上 Cr) 多 一 多 CIR (£,, 97.251) 29 — S upRULBG 3E f 
T3. 80:384. 4. L, COR PI. 于 是 ,存在 oE Li fb dg nE | 
FP), M EGOSEGL]IS. (a21). RA HY ETSI n1. 
使 得 ?所 $s,; 而 有 

EE F SE Eo |F, 

故 上 为 上 的 右 闭 元 . H 

推论 5.2.1 FEIE, F o tETe) t B EEA tE 
EtG) ETa, — np. 

证 ”注意 :+(*) 仍 为 下 园 , 且 非 负 .由 于 

EMOS EtG) ET) 

因此 ,tC') 的 厂 闭 问题 就 转化 为 Et CO BC A. 利用 定理 
5. 2. 1 立即 可 得 此 结论 . 

定理 5. 2. ARRARO BEG, EET ADR EUR 
闭 蒜 ,rz 之 1 ,为 任意 单调 非 降 的 多 -时 列 , 则 全 (多 -之 1 
AA BR. 

WE c HE VEJERETEBI:3 F- r, (Bf c c 35x i4 ooBT. 如果 
£(0 X o BER ansio) ,使 得 

E(D —E(QLpL9, CT... 
4 £ —E(C£.|.-57,5,W] EE PA. BV il, 
EC, |) EEG FAF ENF.) — EG, 

St CE. 97) BL LEGIO 多。 之 1} 的 右 闭 元 . 


33 拟 — X 


本 节 讨 论 掀 黄 , 并 将 看 到 , 它 实 际 上 是 定居 5.1.1 的 三 兴 特 殊 
半 鞠 的 线性 组 合 . 
E mE BR LIS GGO.S EET). IE EET. rone Ron rne 
v Gn ar MI VE! ord AER £G2.s €T o Æ Fir sr) Hl irr] 
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的 下 .上 穿 数 . 今 
dGu)— EQGG)— £021.97,  Gut€rt,sD. — (5.3.1) 


Vi? —sup(EC 559? Gia) h, 
r=} 


0 = ty S i A e nE, (5. 3. 2) 
仿 此 引 理 5. 1. 2, :CT,u 1g 
E uE ord SE n EEG =r) t HV »)), (5. 3. 3) 
Es Gyr M (EGG) 777 VE). (5. 3. 4) 
z 1 

让 |V ISVO HVO, V E =lim VE gi suptiere T). 
|V| V? Vvf?. (5. 3. 5) 
定理 5. 3.1 BRENA, F ET. HS JEEP 


TEE — 

Gsup( E£* (0D ,t € T.) «oo,V «700, 

GDsup{ EE G) ETa «oo, V P «oo, 
Wi] Je E Ca. cO Ar Sce] r.v. Eco), 而 且 

IRR PF GO RR p, B] £* Coe C Ls; 

WREG, M E (o0 cL 

AUR AR fF CORR GO AR RE HU] EC € L. 

证 对 ¥Y s € T anl.H s, $ oo, fk EA. 3. 3, 结 论 对 随机 
JJ (£GO F o nze1) Ir. 极限 (092 a. c-lim£ 6.) ^3 3 7 ion 


z51)883R EG X. 这 个 事实 ,只 要 将 两 个 不 同 的 数列 5.0 51 nz. 
合并 起 来 得 一 新 的 数列 wa 六 1 ,对 这 三 个 数列 应 用 同一 定理 , 即 
HT RB F1. # 

定义 5.3.1 MRR, F ETE RI 

IVe, (5. 3. 6) 

A e Vig C. 3.5) 式 定义 , 则 称 此 过 程 为 拟 团 . 

引 理 5. 3. 1 PEME, F ET HB IE A: 
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lim | E¢ Œ) | «9o, (5. 9. 7 
Wf AE BD 8 ELA 
证 按 此 半 鞠 之 定义 ,由 (5. 3 DOE (Gor) ERE 
的 . ERHI EEG) tE To ;具有 单调 性 . 因此 ,由 条 件 (5. 3.7) 式 ， 
有 
IV [=lim | EE) — E£ (0) | E [6C0) | Him | E&G | eo, 


故 拟 鞭 条 件 (5. 3. 6) 式 满足 . t 
引 理 5.3.2 (EG), S LEE TL) HMA, W FO — EEG), 
CT. nde. 


证 对 时 nl, % tETo 0L V 
D G) — AED = > EG-t) 
i= | i=] 


< S3E|9G 42] IVI eo, 
i=} 


x Vr =sup{ Žu |S Em) — f) | n2, 
G= meme SET.) 
xiv «eo. 
8[385.3.3 WE(CCO SF AET I HIDE, xE X 
&G)—E(GG-MOIZ GET). (5. 3. 8) 


Wi xr v E Tof) Aa. c-lim£ (s) fF f£ ; 且 对 Y¥ Sa 4 oo, 
L,-lim£, (5,) — CD. 


证 ffXEBIEIÁICT..H Jensen ^ 8s 3t Aj Xl 
EJE | E | £Gr--32 | 0o. 
MA mn v s€T a, e, GG) EL. 此 四 ,对 VY (t; 0 nCT 


EC SM (E(t) 一 ECC; a EET. D 


g EC » (EGO — E&i) l) 
mr: 
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= EC» JEEG + 101572 EEG 
c tanl FOD 
« ECY IPG tet eo D < [V fi « oo. 


注意 ; &(s)dÉ 5, pA. "m F a U A A. a0, JS tat 
5 和 了 } 为 拟 鞭 .注意 ， 
E|£ 4G) | E), 00 | -E]& GO 6,00) | 
=E |E | HE etts) | 
LEJE |H IV ioo. 
从 而 supE IZ G» | E IEW | 十 上 上 过 co. 于 是 , 按 定理 5. 3. 1, 有 
a,c-lim§é,(s)  9(0 € La ETa). 


现在 令 G= 219G + sot sim) | dif RHE R 
Fatou 3i SAJ Al 
EG.<limE( Y |j E sot + sD D « IIl « ee. 


mb) 


于 是 ,CE L. 因此 ,利用 Jensen 不 等 式 , 有 
| £, C82 Es |£ GO | 十 > |£, Cs) — E (2l 


& [£cD | FEQ, [77,2 € L,. 
应 用 Lebesque 控制 收敛 定理 即 可 得 引 理 的 结论 ， # 
定理 5.3.2(Riesz 分 解 ) X EG LE IET. 39 M 
Hz AOL S PI E — 1 3 19 3 P TÉ XX 
EID =O TE QET)» (5. 3. 9) 
其 中 gO WAECO AMA, ElimE |E) |=0. 


证 按 引 理 5. 3. 3, G0 oe. Y ute T Hoa 


<i, HI Lebesque KAER, F i e XP BET E 和 极限 号 
lim 的 交换 是 允许 的 . 
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EU) [75 E dimé, G4) 59.) —lim EEG, T£) 57, 
-limE(EG, ru) |-5^,2 9 9, Gips, — 5, ttu), 
& 2C X Ek. 
HWE, SEMSE O £C TL, MEC CORE E BUB ES 
R. SEE p, ML UL B0 ZR PE £83] PREA UB [E 8] — 77-19. i0 E — 
ARE S OUS D HELL. ERE IE EC Dg EL BR. RECS 3 PR] EL RE BE HR. 
M pooti, E |E) |—0. 
假若 不 然 , 即 存在 一 子 列 nc Tao nel, E i to, H 
lim E [EGO | a0. BÉ XIV ex0cecca, E E K— KG, 
使 得 对 中 EK, 
E |E) —limEG GT n) n, | =E |E) [>a — sm0. (5.3.10) 
HE fE n K M h C 3.10025, kmk DERE 
E Np tr) [Pae 
再 由 (5. 3. 10) 5 580,3. 8,7 Au, EI 
E |p .t,)|7a—t. 
HE E YRAETE , WERT I (2. zz 1) P3684 — T3 Gu zz) RR FS] 
性 质 ， 
te PE lp ot ae Gl). 


FE oo |IVIZEEC 97 1d t, D I 00 * (a e) = eo. 
re] 


ipy JE E a 03 DES. BEC 34 romt EEG) | 一 0. 

最 后 证 明 唯 一 性 . 

假定 有 两 个 满足 相同 要 求 的 分 解 , 即 

tO) H7 GOD — £0) — 5G TF ET,s 

854 UE GO qw ET s y B8 $j4r fs aga — HE. 

首先 ,我 们 有 

再 | 页 (一 了 | —- Elf GO) —£,0)| 
SEJE W 十 五 | E |. 
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其 次 
Em 3) —3,)| SE Em GT A) nh) E87 | 
zE|mG-T-A)—95GH-R)| (OV ET, ,hE0). 
BE, X tt ett EI G —mGO| * 0. && 
五 | 六 (一 六 人 一 和 GCT.), 
M. a=), Cp-a.c) ET,). 并 
推论 5. 3.1 BIEG), Fat ECT} A ER, H lim EEC) 
> — co, Me E 3& a BE eR 
ECO =R HEMD UET), 
其 中 qCYANBUCCODdER ES, H limEg 0) — 0. 

证 按照 引 理 5. 3. 1, 6C OS BL. Mom tE Riesz 7H go — 
a.c limECE GC 7 0€ T HR LEME- TRTE ERE 
TE. BB ECO ESIA, FE5.33. 2 3 83. DLL UE BH 1C d dE ffi 
的 ， 

BH EC) RIEBE, up 5 

7() —limE EGH | s EG) ETa), 
故 EESE GE€T.). H 

推论 5. 3. 2 EWRO, FET) a R, WI n] nt — 38 
分 解 为 

ED =O HEGO ET), 
RROAN COARDA, BlimEIEG) |=0. 

证 按照 定理 5. 3. 2,70) =a. climE(C GE 2 L7) ,£€ T.., 
A 8. BUE up) T ETAM. 

56") 一 致 可 积 保证 :supE |£G) | «eo. BEI E M RHE R f: 


[Vioo 则 定理 5. 3. 1 的 条 件 满足 . £60 6C) € Li. 再 


一 次 考虑 到 (+:) 的 一 致 可 积 性 ,我 们 得 到 :对 Ys + oo, 
L;-lim£G,) —£(o0). 于 是 ,应 用 Lebesgue tfc SS sg HT 48 
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OSME EGH I FEE) (€ T» 
故 COS Bl. 
zq tOoB)]—3 0r RPERI A; — SR RC. 
5E ,5. 3. 2 x S CODE ETa MERTE: 
limE 1G) | —0, (5. 3. 11) 
则 称 它 为 拟 势 车 5(,) 为 一 个 满足 (5. 3. 1DE AE ERN E 
它 为 势 . 

按 此 引 理 5. 3. 1, E f. EC UBI. 因此 , 势 是 拟 势 的 特例 ， 

推论 5.3.3 用 QM, M, QP AARMA R MERK, NE 
们 均 为 线性 类 , 且 

QM — MODQP, (5. 3. 12) 
这 里 由 表示 直 和 . 

证 显然 ,这 三 个 过 程 类 均 为 线性 类 . 定理 5.3.2 表 明 : 
(5.3.12 m xr. ACT BS I BL UE ELM COP 仅 包 仿 堆 元素 . 事 
4 E.BESECO€M(YQP Dui 

(D£COC€ M. AT H tA oot ELEG] ^ 5 

Gi£CO € QP , MT A £4 oot EEG) |-0; 

故 E|£(Q)|—0.:€ T... Bl £620 (p-a. c. 


引 理 5.3.4 EGOLET. DURS RI CO 0. 
证 显然 ,sup 已 此 (D1<ee. X EOR WMR. TE RII 
引用 定理 5. 3.1 而 得 :a. c-limEG) —3€ La. 利用 Fatou 引 理 , 则 得 
E |y | &limE EG) = 让 (a. c). tt 
8| 385. 3. 5 BHL Rmo) — 8 EIS UE er AUS 
两 个 离散 拟 势 之 差 , 即 


=r Pnr Qu. 
其 中 rene, X BEDS. 
证 4 du — E (App F a) a AEn = Ent Ea (nzz0). 
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从 引 理 5. 3. tB 3T 5,0, BL 


En 一 2) 《一 AE) 


bun 


一 E(— DM AGa Fn) = EJ hh|F,). 


k-—mn 


ib sP—EQQELEO, 则 
hEr eR” (nz). 
MERMER: P, nz 03g $^. 


显然 ,A 名 之 0, Q0). h MRE RI: 2 4E EL. 因而 ,Ex 名 一 


E C d) —— 0. 此 外 


=n 


ng —ECNME LS zm EY d£] S7.) 
k—n 


kim n1 


—ECGKC $) d£ Lu) F) 


&—ndal1 


=E (rf |F), 
BX ni n0, AER Td. xU. 
8385.3. 6. WOLF ET HWER SETS nl. Bs, 
f. MJ EGO nz1,— STER. 
证 ib4Gau)—£G)—E(G QD]. GuEcTu sc, D 


1 


é(s) EEG) + D Ganso | A. 
=] 


^ 7—|£G0lI 十 5519 Gasss2l, 则 


Er<|Vi+Elé()|<0, 


于 是 ,YE 利用 Jensen 不等式 可 得 
IEGO [S ECO'57,).— GZD, 


il6 


故 由 引 理 5. 2. 154105. 2. 2, £2 ,nzz1, — St n] $4. it 
定理 5.3.3 EMBO, F ET hE R, M TE E 


ERAR ZE, BD 
FA) ETa)» 
其 中 mi MEETS S. 
证 ib 4G D HC 3.1) Sg X. B2 5| 38 5.3. 5, BR E 


KEF 二 ,20} 可 分 解 为 
EO) ma G) 一 xz 人 (E0), (5.3.13) 
其 中 ;21 prip (n) Kkzm0, $2 .H 
rn) = Ep DIST i, 


i icl 


zm (0. 


oU (n) > yt ( 
Dx b 


注意 ,对 YiE T^ Ro nI kmk) 2r eet 
那么 ,由 (5. 3.13) 可 得 

LO) -EQGOIS Oma? o) ai? 0) I, (5. 3 15) 
Xo ate G) — EC? G0 F). 


X BUEB n n4 coM s, = (n 那么 ; 按 引 理 5. 3. 6; 随 机 


列 EGO n1, — SRL. d ONAE CGOS T EOD. 
利用 Lebesque 收敛 定理 ,有 

3 nott EG) EG). 
从 而 ,a c-lim£, =E dimt Gs.) 970 — £D. FÉ TE CO. 3. 150 XX 


两 边 求 极限 ,可 得 
(( —a. c-lim Gr! G) — a G0) GCT.) (5.3.16) 


假如 下 述 命题 (A 7 成立. 
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^e ER CAO r, () —a. clima? OFE , HOS AER EGIT 
Wm A : & cs 时 QEn, 《fy 而 有 
a4 7limEr, (4) Z0. 

4 mi 一 Tt 一 at WEET) A X(t 华人 本, 为 势 , 且 
C) =r, G)—n G) 人 人 ET) 这 正 是 所 要 的 结论 . 

往 下 ,将 分 三 步 证 明 “ 命 题 (A).” 

第 一 步 . E (EF z 池 1 是 单调 不 降 的 . 从 而 ,直列 极 限 存 
E:r) =a. climi U) QET). 

XV ik H 


Ey ED iro Edo D 
EGO IO sr our) 
«Eq GHETTO TOFD, 
TE, EUP GD FOSE E G1» | 97 2. (5. 3. 17) 
注意 a=k) HI Ek CQ, 使 得 


Á. 一 上 £, 2h, 
"EE MES , 


Bl knti A 
PE at DEAR, Gcr D. (5. 3. 18) 


ek 1 


将 (5. 3. 172 3X G. 3. 18) 式 联合 起 来 , 即 可 得 
x () — EC) GD L7) ECL GE [572 — 2:58). 
第 二 步 . 证 明 :ra CEL GET... 
对 YEET En??? G) Epi? GO [V |o. 
从 而 ,由 第 一 步 的 结果 及 Fatou 引 理 可 知 :x+ C € La. 
第 三 步 .证 明 :ra ET XdEf pg. 
BAL GEÁAB SB iE s tETe Hos. Wa kC.— 
k(s) , E, =k Ga, 1518 
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名 — 
BER esc. AT |i OD pe, GO. AE 
EQUP Q) |.) — ECoi?! GO 7 Os EGO GO L97 ,) 
=r s, 


iX V nIl.onUÉ COS ER. 利用 Fatou 引 理 ,最 后 推 得 ， 
Er, GO (FP ) slim EG" G) | slim? G) =r; (s). 
ik “定理 5.3. 3 中 的 分 解 是 不 唯一 的 . 例如 , 设 
元 一 区 (站 十 Gum O m2: D, 
则 tQ)mG —nO. 显然 ,元 (一 1,2, 满 足 定理 中 的 要 求 . 
定理 5. 3.2 和 5. 3. 3 表明 ; 右 连 左 极 的 拟 著 可 以 分 解 成 著 与 势 
的 线性 组 合 . 因此 , 氢 蔷 问题 可 以 转化 成 研究 拷 与 势 的 问题 . 


A 


$4  Doob-Meyer 定理 


从 土 一 节 葛 讨论 中 可 以 看 出 : 势 的 研究 是 鞭 分 析 中 的 基本 问 
题 之 一 . 本 节 的 主要 结论 是 Doob-Meyer 定理 . 我 们 将 假定 :六 ,二 
ZET。， 即 于 代数 流 多 是 右 连 续 的 .有 的 涉及 到 的 过 程 和 
变量 均 定 义 在 完全 概念 空间 (人 :多 ,已 ) 上 ， 

定义 $.4.1 设 宛 一 (rsr 为 有 限 { 安 itET-) -时 }， 

F —inrtX.HPsa)—1) ETa). 
WEMMEL F AET MERI: 

CA. 1 样本 函数 以 概率 1 右 连 堪 极 ( 即 右 连 续 、 左 极限 存在 )， 
则 称 此 过 程 为 在 连续 过 程 . 

yt Fb ex XR E: 

CA. DEM), rE 7 ,一 致 可 积 . 

则 称 比 过 程 属于 类 [局 ]， 

ünR (EE CA. 20204 XL P E PE: 

CA. 22! £C) TE 一致 可 积 ,(¥ a€ T2, 
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则 称 此 过 程 属于 类 [DL1. 
注 ” 类 [Dj 中 的 元 素 也 称 为 完全 一 歼 可 积 过 程 . S ERE DL] 
忆 LDj 下 面 的 例 表 明 :类 [DI esci 36[ D SJ". 
例 5. 4.1 E (£6. nzz0) a B 4. 4. 1 中 所 给 定 的 鞭 . 
E X EO CS Engin 1,-0,1,2,7 Bf 9, 5, LE nu 
«n-1,n—0,1,:eBj. (GO 7,2 € Tug — A XE SES. 以 后 , 称 
ix kA AA AAE. DERE OO ELDELE] B £CO& 
FDh RAA Gerl p- SE HT FAR. 
定理 5.4.1 25[D fu S FIANTR: AAA, ZAARA, FE 
d TE E E LA LP UE E DE XS 
证 设 &(*) 为 右 闭 著 , 则 3 EL otti 
EMD SE, F EET,.. 
注意 到 F= Fa RE 4EdE5.1.1, 6C 5 4 XE ETE. 按 此 定理 
5. 2. 2, EISE Q| F) (VY c€ 0 0. $ 
A= {Em 2AE FF, (V A0), 
则 由 Jensen 不 等 式 , 有 
| ols f Edno = | (nar. 


paps EOE 一 -0 关于 ce 57 一 致 成 立 


故 sup | tolar af 171aP 一 


dts xe] LECCE ,— SERTTRLBE CCOCLD]. 
现 假定 右 连续 过 程 2(:) 满 足 如 下 条 件 ， 
MOSEO), ETa 
EB. C), i12, cf BER. 这 个 事实 表明 : 54 €L.— 
POSEM | ..:£€ T. i—1,2. SEES 3.3. 1,60) J& 7. WT A 
的 . 由 推论 3. 2. 2 可 知 
EG, F er) EE .), 
由 此 不 等 式 并 仿 此 前 一 医 的 证 明 过 程 即 知 ;SC*}ELDJ. 
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最 后 ,假定 为 简单 右 连续 势 , 即 3 BEST nI 
0),2-6 (0) =bn H xt nd-1,57-0,1,2, 7 Bj. 按 此 定理 4. 5.2 
(Doob 分 解 ),3 一 致 可 积 的 增 序列 a, 2220, Ei &, — EC ] 97.) 
— a, .nzxO. 那么 ,对 于 YY rE. ,有 

X n0, H € (nn 二 1) 时 ,fr) S E ao l F p) —2a,. 
5E 35:34 ntt nd- 1, nzEÜB]. 9 二 Co |F ) ,a (02 — a. 
TRl OECD]. X»x(2€L[D]. mg £(02-9G) —aCO, JÁTIS 
£C € [D]. H 

定义 5. 4. 2 WRAAE aO, F, AET HER TEE. 

CN. PERRERA IRRIG XE SE 

CN. Dal —0;aGO S;aCO XIV s,PE TL. 

DUE jd Eug C pSEI-ESE RES E RE I 
(N. 39a. climat?) —a(o9) € L, , 
则 称 此 过 程 为 可 积 增 过 程 : 若 还 满足 条 件 
CN. 4 对 任意 非 负 的 右 连续 有 界 蒜 1 F SEET. 


有 E( jJ 1Gdac») = E(GgCe)-a(9)), — (5.4. 


其 中 [065d«c) 一 lim » Ys) - Casy) — a(s)) s; = E ÀE 
n c IL 


= 0,1.2.-- 则 称 此 过 程 为 可 料 可 积 增 过 程 . 
引 理 $.4.1 可 积 增 过 程 af*) 必 属于 类 [DD]. 
证 按 上 述 定义 : at5o)EL; 使 得 
0gza()—ECa(QO |. 0) gi E(a(oo)| * tc T... 
应 用 定理 5.4. 1, 就 可 得 此 结论 . 
推论 $. 4.1 若 石 连续 过 程 SECOS ES A 
&G)-—9)—2aG) tC T... 
EROAA He iaCcO Rr REUS SERI SECOCD]. 
证 ”定理 5.4,.1 及 引 理 5. 4. 128 0S JC Eie. H 
现在 ,来 考虑 此 结论 之 道 是 否 成 立 的 问题 . Jugo, SS ES UE 
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的 概念 . 尽管 这 在 任何 一 本 普通 的 滩 肾 分 析 书 中 都 可 找到 .但 为 方 
便 许 ,还 是 将 它们 列 述 如 下 . 
5E MS.4.3 BEEBE n1, EWY 有 界 的 fr. v.g 
limEGi-£) EG, 
wW 


则 称 forzh BRRR £302 6. -Z 上 或 W-limé, 2-€. in S E 
EK Erc C rp FEE OS FR SUAE RE SEHE F PRU e, WULER 
AF Bà e 8 90 X. 

5| 5. 4. 2(Dunford-Pettis 列 紧 判 据 ) 可 积 变 量 族 C. a C 
人 , 弱 列 蜂 的 充 要 条 件 是 :该 变量 族 一 至 下 积 . 

这 个 定理 的 证 明 可 参考 文献 [16 ]. 

定理 5.4.2 B N—1(0,1.2::)5Z 为 一 参数 集 ; {577 IU an 
€ NI,.z€ Z,J— iia ne NX 5 EP, n EN, HAER, 
FURAR P na EN mS. A 


E 为 书写 方便 计 , 略 去 上 标 z, 按 定理 4. 5.2, 有 
£o—EQa.lz.9—a, (Y n€ N). (5. 4. 3) 
5E X, insint in e a Ah ,inf 信 二 00. 注意 :oi 是 6, ERU RS 
(HEHE), MA (n2 € A.B. a SA REDE io n € N.LBS BI 
有 样本 都 是 单调 不 降 的 . M Om. 0; (uo09) — (as AY. 故 
(5. 4. DAAR A Yi Xa, SR I EA ri IURE n, B 18 
Xt, SE e 157. — Xi* 2s. (5. 4. 4) 
这 里 用 到 入 是 学.- 可 测 的 这 一 事实 , 那么 ,利用 公式 (5.4.4), 就 
可 推出 
EQnra cS EC(O»,8,) T AP20, 
EQu a SSE Aat Ee 0-22 POS). 
SAP) EE au o TAN RE a —4A) 
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KEO ë.) = ELx Xe ase, ] HELX-Xie, «a -£ ] 
So) CPG»). 
EOS tE )Sp0C) FC P Ra). 
—E(Xu*a.)8:3-*p(C)4-C* PO) 4-2: PG). (5. 4. 5) 


$i vE, 


由 (5. 4. DR HI AT En. = Eé, 于 是 ， Piaya POSTS. 


将 这 些 估计 代入 (5.4.5) 式 中 即 得 


E Xunta) K3 P(O +C- 3 D^ 
ZUR C= và , 则 有 
Mb Acon, EC) L3- p( V+ Ef or. 


Hosp], PdP S. TALS + -Es . -去 ur 
此 式 表 明 :as ,zEZ, 是 一 致 可 积 的 . H 
定理 5. 4. 3(Doob-Meyer 2# GERA CU) CT. B 
于 类 [LDj, 则 存在 唯一 的 可 料 可 积 增 过 程 G), ET fe ig 
£G) =E lalo) |F att E Ta. (5. 4. 6) 
证 dBN—(012,L E" -EGO EP n— EN nE 
N. W| £7 n EN, HELD I B8 — 393. 按 定 理 4. 5.2, 对 Y (n € 
N.3 Rin Bg up fnr fS 2 (7.977 C NI E B 
t? SEUD | a GEN), (5. 4. 7) 
其 中 uem ge 
£CO€[D]ERHWI.C n € N, W iE 5| 85. 4.200 AR PF. T 
eS REN, 一 致 可 积 . JOXEXES.4.2,027.,n€ N.8383] t. 
EEDA R E ETa. SEA XIV n€N.3 kmk 
下， 一 


Telis BR n Foods e 按 引 理 5.1.1, 有 
EP — EGO n € N ,一致 可 积 . 从 而 昼 列 紧 . 
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从 上 面 的 分 析 中 可 以 看 出 :能 从 NN 中 选 出 一 个 子 列 njal, 
E jA o,a co, 县 
W-limaz/ —a(oo) -lm = W-lim£ts, =E CE) 
—W-limEt(az/ |57,) — ECa(oo) | 9. (5. 4. 8) 
W-limEQ£? [F =E). (5. 4. 9) 
BE E, G BG) — E(a(co) | ,),a 0) — pa Ea, M aCO.R 
有 下 列 性 质 : 
性 质 1 W.-limai =a), HP k, =k EK E. 5.4. 72 —- 


(5. 4. 9) 式 表明 W- -limE ap | A) —aG). 


«5 a; =, (2. 而 ai E 5155, o EB. E, 


它 更 是 F. 可 测 的 , 放 
E aj?! | F J 一 ant, 


PHERR2 / a(00—0, H alra") HAP rir yrr xu 


HAK. 
事实 上 ,xr or Mn bo 3 Pa 使 得 
—1 .,.k, &-— 
M Pj. grj E FERT gai lo < < A =k k, 


故 of ap GZR A ;那么 ,在 性 质 1 中 ,分 别 让 + 取 x n. BOUT 
«B. aG car), 

性 质 3 eC E, A rt oota) ^ aco). 

PEF, ETa AERA: 1) 为 右 连 续 贰 . REPE Jj 8l 
5(*) 的 右 连 续 性 就 可 得 到 结论 :al*) 右 连续 . 关于 ac:) 的 单调 性 
可 利用 二 进 制 有 理 数 的 稠密 性 及 性 质 2 推 出 .下 而 证 明 :af 所 + 
(oo). 让 

a' (00) —a. c-limat). 

按 引 理 5. 3. 4.a. clim (2 —0. HY t€ T. ,t; tool i 4 oont, TRE 
Hl4.4.2,a(02)—an.c. lima) +É 
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a' (eo) —a. c-lima(;) =a. c-Himgt))-a. c-lim((;) aoo). 

性 质 4 COAT RHI. 

事实 上 , 设 ?(') 为 任意 有 界 鞭 , 令 :名 一 访 , 则 利用 性 质 3 和 
Lebesque 控制 收 全 定理 就 能 得 到 

EC| 7G-)daG)) = lim DJEG) - Carp.) — ari?) 


= lim a Ero) * (G7) — £GO2] 
一 lim a Srt - (aU. — a) ] 


— lim S E[g G8) a af — nr . ai?) ] 
一 lim E (az * g(oo)) 
= E(a(oo) + n(oo)). 
综 上 分 析 , 可 得 结论 ;at:) 为 可 料 可 积 增 过 程 . 
假定 有 两 个 可 料 可 积 增 过 程 a (yo (1) GET), 4 
Ela Coo) F e GO) -— £D — EQ (002 . 8,5 —« (0), GET a). 
ib yCODD FE SUR E EH 2-38. WE d Lebesque 控制 收 化 定理 ,有 


Ec Jede a» = lim DEG + (C — G2] 


= lim a DEED * (a é : ly — d Cz] 


一 ed. 9G de) 
—E(9(oo) +a (o0)) - E(g(o0) a (00)). 
ER "P 9 (OE EE CH. EE r.v. , 故 由 此 得 到 
a (oco)—a' (co) (a.c). 
从 而 可 推出 :a OSO (ac) YET). 
推论 5. 4. 2. SIR ESR £C € [D ), Bull, EETHEN 
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£ü)-—90)-—- aD ET 
其 中 ?5 为 右 闭 贰 :av 为 可 料 可 积 增 过 程 . 
证  4ti55.3.15 EXP AE HREK A 4E EBD 13 i SS ie. 


$5 可 料 可 积 增 过 程 


i£ it; Doob-Meyer 定理 ,类 [Dj] 中 的 任 一 势 均 可 通过 一 个 可 料 
可 积 增 过 程 表示 出 来 . 由 些 可见, 讨论 这 类 特别 的 过 程 是 很 有 意义 
89. 本 节 将 用 符号 ECTS Ao XS o- 代 数 流 ,而 Snare 
T ,表示 左 连续 o- 民 数 流 .它们 的 定义 在 本 章 开 始 时 已 作 说 明 . 
引 理 5.5.1 右 连 续 可 积 增 过 程 a(*) 是 可 料 的 充 要 条 件 为 ; 
X FEE E SEE SUB FEE C) A 
EC| Ys)dacs)) 一 Ec| Iede). (5.5.1) 
证 ”在 定义 5. 4 2I AR EE CON. DORA y ORENA 
H. 事实 上 ,7C*) 有 界 表 明 :3 KR >o, DO EE ETa). 
令 90) —k—7),W] 9 COD JESUS FEE. 将 9G 900A 
(5. 4. DR , BL RD AE PE CN. DIAA 
CN. 4)' 对 任意 非 负 有 界 央 CO. EC| ys- )deG)) = 
E(j(oo) * a(o0)). Bill C. 5.1) 式 成 立 等 价 于 
E( | ns)dals)) = Eico) * a(oo)). (5. 5. 2) 
应 用 Lebesque $5 liz St EE, T RHF Ea E, 


f 十 1 ; T1 d 
Eq 2)da(s)) = lim DEEE ) t G0754,7) 7 «6:»] 


一 lim > (Eq) . a) 
i i 
-一 EGG) . “Ca 22] 
= Eji) « a(oo)). 
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引 理 $, 5.2 右 连 续 可 积 增 过 程 <(") 是 可 料 的 充 要 条 件 为 


Ed aG-YdeG)) = EGG) «alr)), (5. 5. 3) 
其 中 池 为 任意 F -BIIOOZ(EXASE US HN. 
证 S 


T) =E) Xeen HIET? * Xu 6 40 A O t€ Ts, 
则 9 CO 38 AUG xe S6 FA, AE 


IA Ec[ Te- odac)) = Ele) * a(00)) = EGG * a(o9)). 
5) — 3j i8 
了 一 Ed 9(s Ode(s2) + kc np. )da(s)) 
[0.7] [ro 


- Ed. JG. )daG)) + EDIC) + Calo) — «lr))] 


I—I4 EX | sdats)) 一 EGG) + aC) 


=>(5. 5. 3) 式 成 立 ， 
上 面 证 明了 条 件 (5. 5. 3) 式 的 上 必要 性 .充分 性 是 是 然 的 ,因为 
fr 一 co 《ac 就 是 一 个 多 -时 ， H 
5145. 5. 3 右 连 续 可 积 增 过 程 <(*) 是 可 料 的 充 要 条 件 是 


EC | 1G.deG)) — Ecf^n)daG)») ， (8.5.4) 


HoB.gCOAHE SUB XE HE nA Mg. 
证 7C BIS BEI 9000 € :使 得 
nD =E) |F) GET... 
XPV nl, S x()—9(09) An M 2, G)— EQLGCo) FE 
T- Hike AESCN TER. TE. șa 51 8 


E (| 了 Cs_ Jdats)) = Ec[ s. codats)). (5.5.5) 


注意 到 上 式 两 边关 于 之 1 是 单调 不 减 的 . 从 而 两 边 都 有 极限 存在 5 极 

限 可 以 是 "oo”). 然后 ,利用 单调 收 皱 定理 即 可 由 (5.5.5) 式 产生 

(5. 5. 4) 式 . 这 就 证 明了 条 件 (5. 5. 4) 式 的 必要 性 , 充分 性 是 显然 的 ， 
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推论 5.5.1 设 at*) 为 右 连 续 可 积 增 过 程 .7 为 多 -时 . 让 
a(t) —aQ Ar) ETa WI oC Ozon dn] g2 8 zr. 
证 假定 有 7) 为 任意 非 负 有 界 蒜 .那么 , 接 引 理 5. 5.2, 8 
E(g(oo) - a(c0)) = E(y(oo) » alr)) 
= E(a(r) - Ety(oo) |.£.)) 


~ E(ate) « 30) = kd AG deG)) 


一 EC| yeda), 
于 是 ,z(.) 服 从 定义 5. 4. 2 的 条 件 ， 

5] 385.5.4 设 x(') 为 右 连 续 可 料 可 积 增 过 程 . 让 8(1) 一 
“CD Ar CET-)，, 其 中 -为 给 定 的 正 实数 , 则 BC) 亦 为 右 连 续 可 
料 可 积 增 过 程 . 

证 EXIN rein ire er) nið —oo. 记 


d? =i 0.1.2, nA, 
则 
EC| 7yG-)dpG)) = HmEf 1709) + (EGRO 一 80/2]. 
mtm D 


H E: fY e€(r«co0),3 Sklr), E rc —iut— GA XP oe 
€ (r— 06), jg X. r, — oo. HB oc, I UE E ZE0)-BE.H, r, 4 rj 
Y 0, A 
aam Daam, H oc (D LN. 
— em), H wE =n; 
0, 34 aC (rt). 
于 是 ,下 列 各 等 式 是 合理 的 . 


ES "6-08 = limEC ot » BER) — Bar» 


i-r) 


一 = lim EE T qut) * CO ) — a(rf" 55 - Xu TJ 


一 总 
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c 2G. (GO) — eG) Xam] 
一 limLE Gg.) a(7,)) +H EGG e (BG) — acr, )))] 
= lin£QG) - 86)) = EGG) » BOT)) 
= Eloo} - B(oo)). 
其 中 ,7 为 任意 右 连续 有 界 蒜 ， # 
在 第 四 章 中 ,已 经 知道 离散 情形 的 可 料 可 积 增 过 程 {a,,.F,,n 
之 0} 具 有 一 个 重要 的 特性 :a 是 Fn AM aa. 对 于 连续 参 
数 情 形 也 有 类 似 的 结果 . 
定理 5.5.1 车 a(*) 为 右 连续 可 料 可 积 增 过 程 , 则 对 YE 
了 -at 是 .多 -可 测 的 . 
u$ £0) —E(a(oo) |F —aD),£€ T... WU d p RE CC € 
[DI B Arii. d do 80 REGI) 97,9 12:018 BE CRAS, 
Big 58384. 5. 2.3 离散 的 可 料 可 积 增 过 程 0^7 ,使 得 
UPISE a2? 97,9) —af? ,i—0,1,2,- 
任意 周 定 20, 必 ]] k—k(D, 
J& stt Hnt coki. PN EE, = ss. 
注意 :a” 的 可 料 性 表明 iai RE 多 -可 测 的 . 而 对 所 有 的 = 六 1, 有 
二 < 因此 ,at 对 一 切 2 六 1 都 是 多 -可 测 的 . 仿 定 理 5. 4. 3 之 


证 可 知 : 习 当 jd oom FAI n, 00,37 jA oora? ma ,其 
FE, 

按 此 下 面 的 引 理 5. 5. 5, 弱 极限 保持 可 测 性 不 变 , ALTE a (OR 
5 ,-- np BS. 

引 理 5.5. 5 iR EUER Gn1gPE ACRES BUE C 级 
MD RESET AN EC ETE 
可 调 的 . 

和 证 按 定理 5.4. 2,{& ,aa 六 一致 可 积 . GE P RP dp E 
的 限制 , 则 为 概率 空间 (0,3,P') 上 的 一 致 可 积 变 最 列 , 那么， 
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按 同 一 定理 , 它 是 关于 P2 ES. 从 而 了 子 列 n 4oo.M joo 


BOE, 一 -8E 厂 .现在 ,我 们 是 在 概率 空间 ( 口 ,er,P) 上 考查 这 
些 变量 . 因此 ,是 多 -可 测 的 . 按 双 收 伊 定义 ,对 CQ,2 ,P') 上 的 任 
XC FUR j AlimEG E ) - EG-D. 
而 按 假设 ,对 任意 .F- 可 测 的 有 界 变量 ?, 有 
limE(g-£, =E. 
现在 , 令 =E), n 
Ej) 7-limEQ£, ) -limEGrH£, ) - EC) =E), 
Hm y HREN: ESE (a.c). 从 而 ,是 多 -可 测 的 . 


$6 E 则 势 


假定 FSF a ET 定理 5.1.1 表 明 : 任 意 右 连续 上 蒜 
EC), EHM mo — EEU, ETa, déc E ER E. Du RS 8| 3E 
5. ). 2, fE S dE fS S CCOCIDJ])SR 

MP n—coff , EE Cr, )— EEC). (5.6.1) 
Kd .r.0€7 H nt coti, E t Yr m E n Ar M RTE, 
FRAG 6. 108 — RE ERE. 
定义 5.6.1 iRICOC[DJ] AHY nET, Hr trias) A 
lim EZ C) = E CO , H P TAARI, B ERR OOE 
的 . 

引 理 5.6.1 若 at*) 为 连续 可 料 可 积 增 过 程 , 则 其 相 联 过 程 
COR IE WI] 38. 

证 按照 Doob-Mleyer 定理 ,有 

EUD =E lelo), F D-a(D rc T... 
1R. A BFE o A a E E EN. 由 此 及 上 述 分 解 式 即 得 
此 结论 . H 
It Z& ie 3e 8 LE 3S LD HP IUE E R EE DEBT UN 
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jr 9 TE JUI. 56 2n TE RU] 29 FO dL SER Je E UE OCT RE HX T ER] 
题 , 需 要 下 列 几 条 引 理 ， 
引 理 5.6.2 Gi up ERE EA bonz ARAH ECL H 
supEC C «oo , Jii ECC. 
证 按 假 定 对 Y 有 界 变量 了 ,有 
limEG, 3) = ECE). 


eé,dpn|8|s, 
€ p= 
oii [£| Z2» & COE oo) , Bl] 9, AU TRIS r. v. 
A Es - EC 9) =lim EG, gO & Gup EE)? 
«CC? CERT. 


EpC o (0« Roo). 
最 后 ,利用 Fatou 引 理 即 可 得 
EC xlimEgisC. 


b 


3[385.6.3 dBoESMcCOC[D].aCOX ERE id f str 
Eso) e E (^ EO -- bee dalt)), — Gem 
uE dE Doob-Meyer 定理 ,有 
t) = Ealo |F —aG) ET. 
首先 , 设 Ea! (oo) «oo. 4 9g(t) =E lalo), FET o. M 
7C OX B xt EUG HAR. 因此 , 按 引 理 5. 5. 3, 有 
EC v4 daa) = Ed" podet). 
4 E= a) t ET WOSE — E(u) talo] FSE 
(a! (o0) |.7,). 
注意 .Ea!(oo)«oo. Mam ,£C-2— 8c B[ FH. 又 
9 (oo) *a(e0) za. c-lim£ Gn). 
于 是 ,应 用 Lebesque 收敛 定理 ,得 
E (joo) «aCo2)) —limE GG) sar) 
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—lim£E(a(oo). e(t) ) = Ea (co), 
2Ea (o0) = 2-E (3(eo)-a(c0)) =E| «co -- 9G. det) 
[i] 
=EL | «o + £G dato 


十 [co + a(t da 3. (5.6.3) 
再 注意 到 
E qu (alt) + alt )3da(2)) 
= lim DEEA) — (7) = Eao), 
于 是 ,由 此 及 (5. 6. 3) 式 就 可 推出 (5. 6. DR. 
现在 考虑 ,Euz(ce) 一 co 的 情形 . 这 意味 着 (5. 6. 2) 的 右边 应 为 
oo, ER BR LED 
E [a 4 £G daa) « oo, 5. 6. 4) 


则 Ea (oo) -coA HL. 事实 上 ,假定 af 20 55 Cm EG Si 
260, AH RE RU LR LM Co nz BAE. 从 而 ,存在 子 列 s jl, 
使 得 
MP oH] at — aoo). 
若 能 证 明 
EaP SC< eco， (5. 6. 5) 

则 按 引 理 5. 6. 2, 可 得  Ea'(oo)«oc. 

因此 , 剩 下 的 问题 就 是 证 明 (5. 6. 5) 式 . 

注意 到 假设 (5. 6. 4) 式 及 5(.) 非 负 . BI No 和 C, 使 得 


EC EG (ac 7 l; —4(:)]&C « c» (V n> Na). 


从 而 ,对 YY nzzN,,H 
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ELS EGO - (af 一 af)] «& C. 
利用 ec 的 可 料 性 可 知 : 下 列 各 式 是 合理 的 ， 
ELY rE) - (a — ai?» 


— Ef DECE) IFL) Cam — af] 
F 一峰 


«EL OE Gia RERO (V nN). 
让 GO) EG Ar] 2) cf? Ar (z20,nz21,r70). 
2 
注意 oU Ar—aArsGm, —a»Ar GO, ZO) ,从 而 


LG) = EG? Ar a A rlF E) 
2 


< E((Cot? — af?) A r/ T X. EGO 


SEP Ary 


= EX GOLD HEG aR Arce AD] 
:-nü 


十 
2 


H 


< ELS) CC ED HED atha acce. 
:—9 


通过 上 式 并 引用 Fatou 引 理 ,可 得 
ECa t? )zilimECaCZ! Ar)!x22C. 


以 下 目标 是 找 出 可 料 可 积 增 过 程 a(*) 的 连续 性 条 件 . 令 
aC AE [co — a.))daQ), (5. 6. 6) 


那么 ,a 就 是 过 程 aC*) 的 跳 牙 的 均 方 值 . 显然 ,如 果 w “一 0, 则 
al:) 的 样本 函数 以 概率 1 连续 . 因此 ,估计 a 的 值 对 这 个 连续 性 
问题 就 显得 特别 重要 ， 

WY 2ET nael, £—kG ,使 得 


133 


PRH ntoka yt 定义 
a,G)— E(aG (OD | 070. GET. (5. 6. 7) 
te= iunf(t:a,Q) —a(12ze) inf 2 oo. (5. 6. 8) 
那么 ,过程 COS AOR PEEL. 
性 质 1 eCoOXr$.mXmsr 
Ela D F 2 — ECECa Cg | | 97) 
=E lap (D I E(t 9. 
一 cong (GIC Tus ED. 
性 质 2 a COSS IDE. 
EX b.EG.G)—EaGuO)) tC Tu. 这 是 一 个 关于 z WAER 
& f MEE. 于 是 , 按 定 理 5.1.1i,wf-) 存 在 右 连 续 代 表 . 从 而 ,总 
可 假定 m (为 右 连 续 过 程 . 
性 质 3 对 六 >00, H n t oof, Te $ Te 
EEEa) tETo. RREA A BERE — H8 98. T E. 因此 妆 
n $ coll a (O0 —aG) — ECGa CQ Aa 570 V A Tnet 
XH Tne ro Hon. B. 
性 质 4 GE F -Hi aC — EQuGIOO 572. 
事实 上 ,定妆 ,如 rr 


£u 
a=] .. pu D—U, 其 中 [P= x El, 
W|34 & 4 coBj,r t. H. 
eC) ECaQg GOD 9,0. Ql). 
此 式 的 成 立 , 是 因为 :对 Y 4E 多。 ,有 


| a(g rdP = | alp PDAP +f alp (r) dP 
A L4 AL 


= 3| Ecc oto Lm 
A 


=Ñ E 


十 | E Calg (oo0)) |F -dP 


[Eu] 
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一 | = (z)dP, 


JE A m A Gum?) AL Af (409) FF me L EF), 


3 di xuikwRE Sup pin] HE d 
a, CC) — E dima, Cr) |.) —limECaGQg G)) F) 
—E(a(gq eD |F). 
性 质 $ Elaltr)— alt, e Pin aeo H Ear) 一 
al (n) 2). 
注意 到 ; Ea (g(r 2 Ea Cp Crn) ) = Eo, (me) E a G2 zm 
aG)GC€T.). 可 得 
E(a(r,) —a(7,,2) — ECa(r ) —a(g (r2)? 
CF ECaCQg Gr, 9) —o€0,,22 
ECa(lr)— ety (rT) )) 
T ECGa, Cr, A Tae) 
zE(aQ—a Q2) Fe POIL 00). 
根据 上 面 的 分 析 , 可 得 到 如 下 关于 a"* 值 的 估计 式 . 
引 理 5.6.4 BEZa oE tO H 
Ev (oo)«co, MY £20,nzz1.e8 
aP et Ea(r, a) t E[ a(o0)*CaCoo) — alta) )]s (5.6. 9) 
其 中 a? BC. 6. OAE XL ta H CO. 6.8) 式 定义 . 


证 iE aj Dx ; 则 由 e, Cox AE X BIA (a GO A 5C 
AUR —3E fi Bog. 从 而 ,利用 引 理 5. 5. 3 可 推出 


E| Ca (fdatt}) = Ec| S -0deG 5). 
^k E 


EC | a. adaa) = Co ja da) 


k—ü 
一 EC| a (da). (5. 6. 10) 
5$ — J7 
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E jJ. a, Cde(z) 一 limE[e, GP m E) e CaGUN — 8) — a0P?))]. 
(5. 6. 11) 
按照 定理 5.5. La -A-a AA. 应 用 定理 4. 4.2 就 可 得 
出 
o9, —6) — E(a HD | .多 i» -D PEG) |-97 0) 


rl 


=al ` 


由 《5. 6.11) 式 及 Lebesque 12 fli SE SE X o8 

EC[ a. date) 一 S Elett?) * (aE) — a) ]. 
于 是 ,由 此 并 注意 到 《5. 610R A 
E (^ (alt) — a(t ))da(1)] = limE[| (a, C£) — e(t ))da(0)] 


- limet f (4,0) — alt.) )da(t)] 
= limE[(|” «LL DG.) — ac. ))dac] 


< lim[e - Ealt.) 十 Ed a, Ct_ 2da(2)]. (5. 6. 12) 


现在 , 令 9G) =E lalo) |, ,zC TL, W gG Ozea 0 242€ T... 
于 是 

EC| Gd) < Ec[^ aadete 

— E[atoo)* Ca(oo) — ar, 2) ]. 

将 此 不 等 式 代 人 (5. 6. IDARE 32 B 48 C5. 6. 9) 式 . 

引 理 5.6.5 (Eig IOCOCLID)J. W ECER 89 35 E Z& fp 
是 对 二 X ntẹ colf, AP t,t, H .多 -时 ,有 

lim ESCr.) — Ec CO. 

往 意 :这 里 的 不 必 是 有 界 时 ， 

证 充分 性 显然 .下 面 证 明 必 要 性 . 

5ETDD] 及 5 为 拟 蒜 草 售 着 :sup{( 瑟 50DEET 了 Tco， 
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-O Sieh Tp M RUE — I IO UR 


iV || «oo. 按 定理 5. 3. l,a. c-lim£() — C0) € Lı. 注意 : 
Eln =t HEr), 
其 中 ACO—-UÓO Xece sT) =E) Xes. 
$ ntn nel A nET A ESEE [GO 
之 1] ,一 致 可 积 . 这 表明 :9 LCL, DE ke l SE 关于 n221— 
致 成 立 . CO €C[D ETE3ELEIB GO | =limE |£ o | C « eo, 
X E|c CO SE pe | «eo. 于 是 ,El | «o, EE L. 
不 难 证 明 imE Gr) Yos) — EGO Xec). 
Wife ESEC) Xe WEE n1, SUD BU B. a. c-limf, = E. 
ACC) Ye- FE Lebesgue jg St EH, A 
lim EE, = EE... lim£E. = E% (r). # 
定理 5.6.1 WE ICOCLDJ) IEA it $ E IS) ERE 
其 相 联 过 程 ak") 的 样本 函数 以 概率 1 连续 . 
证 充分 性 就 是 引 理 5. 6. 1 之 结论 .下 证 必要 性 . 
自 先 . 设 Ea (oo) «Coo, 考虑 到 ; 势 的 正则 性 及 zt.: 站 zc., 并 引用 
引 理 5. 6. 5 就 可 得 到 ， 
Ear) malta) I 5E G n) E 0 (V £0). 
(5. 6. 13) 
4  £,—eCrO —aC(a C0, M |E [Selo H EE XE 8L (5,8251) — 
HR. EB gao yr aOCOMIES WES a. c-limé,=0, 
故 应 用 Lebesque £j Jic 9x E S n 44 
lim E, =9, (5. 6-14) 
将 (5. 6. 13) 式 和 (5. 6. 34) 式 代 人 性质 5 的 不 等 式 中 ,可 推 得 
Pr<eooc) 一 0 (Y £0). A. mi. Bi (5. 6.13) 式 得 
Fatoo) Slim Eatr, a) a (00), (Y e>0). $ 


Yi= (a(c0) — alr, e) Ka (o0) , H. 7—0, 
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HE Lebesque 控制 收敛 定理 , EY: 一 ”0. 于 是 ,由 引 理 5. 6. 4 可 
推出 
a'? —E( [o — alt ))da(t5) = Q0. 


& 3 Eeeoc)< oo 时 ,定理 的 必要 条 件 成 立 . 

现在 ,取消 假设 Ea? (99) «co. 

XIV 2220, 9 a, G) a0) A GF 12 —o0) An, tC T. 
按照 引 理 5. 5. 4,00 An, t€ T. np RT BUE SERI. 从 而 对 任意 
固定 的 # 宇 0,o,(*) 为 可 料 可 积 增 过程 . 令 

C GOD El Coo) |. 9/,) —a, QD t€ Ts (0), 
则 总 (-) 为 有 界 的 右 连 续 势 . 下面 要 证 明 ; 对 ¥Y 2220, 5, CO RE IE 9U] 
的 . 显然 


a()- Dn EEO = DRO EETA). 
H œ g a= 0 


令 ZaD SEE En ET, 
则 nC OECD] EAS. 3E RB ERE SE a0 — e, (D EET. 设 
rE .H nc WITRXÉUESHTR 3m AX 

lim EZ, GO ECT) lim Ez, Cr) Ez, (r). (5. 6. 15) 
EARGOG)-0-duGOLSNICT.JcEPAE 

Et lro = EC, lro t Ez,(r) (R21, n220). (5.6.16) 
COEN ze 83 dim Et Cr) — EG Cr). Km .«5.6. 16) 3k AAA RR 
存在 . REC. 5. 15) RE 6C BI e COE dE fo PESCA E] 

lim EP, (z,) — EL, Co), 
B £,C-O Jg JE Dl S8 (020). 
XV 220,8 Ea oS at «eo. JB A BEBE — 882r HS uk 


Bj. w(.) 连 续 , 车 能 证 明 : 级 数 Dos GO EP EC T (a.c) 一 级 收 
A A ak 连续 .从 而 ,定理 的 必要 条 件 成 立 ， 注意 :对 ¥Y N00, 
有 
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bn rd PR mas ium kirar 3 METRUM mm a mp re pp HL TF PEP CR 


N N 
WEA — 1a) Xi a(o0) — P jalo) A Ysl), € T... 


mnxü 再 一 性 


这 昨 因 为 Yw(*) 为 可 料 可 积 增 过 程 , FA TI 


Ea(oc) — EC $a, (09)) < oo. 
0. 故 级 数 24a, 0) EF ET DUMEREL R 


B.C 


No 


于 是 ,7wfee) 
sk. 

推论 5.6.1 d e(0—0,H ad) ,tET ,为 连续 可 积 增 过 程 ， 
则 acO 可 唯一 地 表示 成 如 下 分 解 形 式 

&()-—a) T 900 ET or 
其 中 aC Xp E SE RDELRI BUR SEES CO ADR BISELB 200-0. 

证 $ E= Elac, £7) —aCDO,r€ T, W FCD € [D]. R 
为 正则 势 . 按 上 述 定理 ,5(:) 的 相 联 过 程 a(') 是 连续 的 , aa) 
alt) -9(D.t€ T. dh v0 —E(a(oo) malo) F) CT. E 
3&9 (0) —0. H 
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第 六 章 平方 可 积 鞠 


在 款 分 析 中 ,平方 可 积 妾 是 一 类 特别 重要 的 靳 ,关于 这 类 午 ， 
建立 起 来 的 随机 积分 就 具有 某 些 特别 重要 的 性 质 . 本 章 仍 假定 c- 
代数 流 多 ttET- UB ERA, FEF t, ,1ET.,, 其 中 全, 二 
[0,0o0), 所 有 被 涉及 到 的 变量 都 定义 在 完全 概率 空间 (00, ,Py 
上 . 


$1 Z M, MM 


EEG, Ft tET o ARER ETE, RSENS 
及 到 的 过 程 是 可 分 的 ,将 定理 4.3.2 HE 3€ E A FEE f Fe gt 
可 得 到 未 等 式 
Elsups d<] Psi ^. supE& (p>1). (6.1.1) 
E Eea, Ft tETo) AA AR, H eE, YE 
To) WIOL € T3 dE fol XE HET BLA UC EE CIL 1.00 
中 ,让 p= 二 2,&== Tp(7) |, 则 有 


E(sup | iG |) S 4supE [iO |. (6. 1. 2) 
5|386.1.1 假定 &C-ONXB.H 
sup£ |n) loo, (6. 1. 3) 


则 上 54” OAXUARBIPSuC-OXGRBE&. 
证 4 HK 一 supAti)* 则 由 (6.1.2) 和 (6.1.3) 两 式 , 有 :AGE 


县 ”下 (人 过 区 (1 家 说  GCT. FRAR 1. 0535 J£ 
用 定理 5. 3. 1, HT f cac c-limp G) = a2 € LS AR. | eO | 
lel & Li,£€ T«. 于 是 ,AmC，) 一 臻 可 积 , 从 而 右 所 , 且 右 闭 元 为 
140 


C(uCo0) 57.2 M pz C * 0B Hoo S UE uu). # 

推论 6.1.1 若 鞭 PC。 ) 满 足 条 件 (6.1.3) 式 , 则 Am(，)E 
[D]. 

证 根据 定理 5.4.1, 右 连续 的 右 财 鞭 和 右 连 续 非 负 右 闭 下 
ipt 3 jm r3 [ D I. 

EX 6.1.1. 车 右 连 续 蒜 {670) ;Ft,tET。} 满 足 条 件 : 

supEr «oo, 

则 称 C DEDE RDBUEE . 

定义 两 个 符号 : 

MiAM,GCPE..P)—iuC* :PC 208 (2,57 PO E SE Jr n] 
gum. 

Mia M;GQE.,P)-—iu(i* 2:4 * 2C Mi, H. pC* DER SH 
程 }. 

在 M 中 引入 如 下 内 积 ; 对 YY pC EM SE X, 

(uy) =E Culo). v(o0)), (6. 1. 4) 
那么 M: 就 成 为 一 个 内 积 空间 ,在 本 节 开 始 ,我 们 做 了 一 些 简 单 分 
B.V uC* EM ,有 a. c-lim ø tt) = iC) € DL, H pO 一 
E(gu(oo)/ F t), uCoo) YS d 5 a BEES Lx HR 
F ug U 多 QQ 


FIT 
为 了 -中 有 理 数 全 体 . 现在 ,定义 空间 e. 
EáV—9UVGUESIP)—ingC€L.HyS.J.-umm 

定义 其 内 积 如 下 :对 Y 29€ £78 OH 99 — EO. 9. 那么 ,空间 M, 
MA 就 是 1-1 对 应 , 且 等 中 的 ,因为 nC-O€ Mii E uc ex 
BME— 3e 5m Bp uO SE S O ET o 

综 上 分 析 ,可 以 看 出 :定义 在 概率 空间 (2, ,P) 上 的 平方 可 
TUER di B DR eg Ld — JE 多 -可 测 的 平方 可 积 变量 ;其 二 是 
dx So EUR LICET. 

定理 6.1.1 由 (6.1.47) 式 定 文 其 内 积 的 空间 M 为 一 个 
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Hilbert 空间 ,ME 为 M: 中 的 闭 子 空间 . 

证 对 YA 0€ Mi EOS EUN 

(eCe) lom (Eë Co). 
SUB RE 1C 0 n1. 08 M, 中 的 Cauchy 7), WMA elo) € ££, 
使 得 
E noo 时 ,ph (00) e (o0) € S£. 
令 nu(—EGGQo/S D,U€T«, WW p ORRERA, H 
l iC * 2€ M; EE LL (UO — EG (092) 1). GETL, nzZD,.T 
是 
| 00 — ] OD | ECL i Coo) — po 71). GET. 
因此 ,a c-lim s G) = 0) QET) H 
FADE C0 Mo 


AC nl fi Sees] aC 0, IK M; S Hilbert 22 [8]. 
mE EOD )€ MiB m2, nzE1 23 Cauchy 8], WI 4 € 
Me M mp) 一 上 Oll oro 注意 ; 
sup | a, G) — iG) [Ssu pE C i Coo) — aCoo) | A770) tE T. 
H Asa. c-limsup [js G) — pG) | =0, WARA: is QD st ET- Æ F 
t(a. OARRA] eG are Tus. JA Set OE, 
nC 2€ Ms. 


$2 Syd 


按照 推论 6.1.1, 34 p C 2€ Mi ifti 0€ [D]. A , i Fl 
Riesc-Doob-Meyer HET E B&(—, E) F t ETa} BERI 3A SJ: 
EG) =a) -Ha ETs (6. 2. 1) 
ER, o OAAR e COUR iE SEDET BUR REFS. 
EX 62.1 设 &gOO€ MuElaQU UE LtLIETLHRA F7 
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SO HILE GRECE 23 M CR. ap Dice aber HH Uno pr P371 PEPHER- ee ee s un Rc. ~ 7 


性 质 : 
(DeC "> 为 右 连 续 可 料 可 积 增 过 程 . 
GDO iG) —aQD tC T. AB BIN, 
则 称 过 程 a<，) 为 平方 可 积 蒜 yg(， }) 的 特征 , 记 为 
Gui a0). GET. (6. 2. 25 
Jb se PREA 1B LBEBS FEGE f C6. 2. 1? 式 决定 . 
d|x86.2.1 假如 关 -2€ Mos.c A F -h H exi. RU 
E[CuCO) — BG» 5 ,]— Er pta Bo). (6.2. 3) 
证 ECC) p(to)) / a) 
— E(gé lr) —2u(0 * glo) re a) F o) 
=E (plr) gu G2 LL) 
-—E(QGispr—iuioa/,). 
这 里 利用 了 定理 4.1. 5. BB. ECa GO / F D — plo). 
Wit 6.2.1 Xi C 0€ M; M 
EAO FDO SEAC Cot FI ET,, (6.2.40, 
其 中 AFG —£üGT MD) E), ADO. 
证 在 引 理 6.2. 1 "P iE 2f AG ot WENDA S. 
从 而 ，(5. 2. 4) 式 为 (6. 2. 3) 式 的 特例 . 
例 6.21 WEWCO€MuT-[9:t]; G0 E 
GYW (0) 20,EW (0 20G€ T),WC ) 具 有 独立 增 有 最 性 质 : 
GDW e) iO us D C 1:6 0V G) W GO SET. G5 
CT.) 
则 W-OBSTEIES a0 — EW? GY GET). 
证 显然 a(0) 二 0,a(f),tET, 为 非 随机 函数 ,因此 , 它 是 可 料 
的 , X. 
altt AN 2 EW* GHAD — EOV G 3-50 —W (GO) -W G2»* 
= EAW GY HEW OG) za) QET), 
He DARRE A. 
AEREA: EWE ARIE. 
143 


令 v0)-—-W'Q(G)—2oG) ,£CT,WIXIV £C T ,ACSOVE 
E GG AD / FOSE [W GT AD —aG-- ADF] 
= E[CAW GDH WG — 2W GO AW (0) 
—Aa(t) —a(t) / 5 ,] 
=u) T ELCAW 02)! —^aQ)/ 5.) 
—w(t)-FECXGW G)»)*— Aalt), —v((0, 
故 E(vG-AD0D/A, =v), BE vC* 229 8k, d vC - oleo 
可 得 出 其 右 闭 性 ,定义 6.2.1 表明 ;结论 真 . 
在 31 中 ,定义 的 空间 M, 是 一 个 线性 Hilbert 空间 ,但 一 般 地 
V IM, 中 和 任意 两 个 元 豪 的 恢 积 并 不 属于 这 个 空间 ,然而 ,这 种 对 积 
也 具有 茶 些 重要 的 特性 ,比如 ,让 1C 2€ Msi 二 1,2, 刚 


m G) * in) Gn + +) 
t€ T... (6. 2. 5) 
CE E i4 0D E jn QD €. M; BE ARA REGE Ga T- 16 Tr ot HR. 
(6. 2. 5) 式 可 表示 为 
[A UD * gu H a) ETa (6. 2. 6) 
Rh vw Ox RB im 


m 2 — 7 Ga T past Hudi Un v6 i Gs i Ye 
tT. (6. 2. 7) 
EX 6.2.2 al 0€ Mi,i—1,2, BR SER au ORA F 
列 性 质 ， 
Gal 2) 为 两 个 可 笠 可 积 增 这 程 之 差 ; 
Gija l= pa k pd 一 q(tf) ETa AAA; 
则 称 aC 028 py(，) 和 和 pt，) 的 联合 特征 , 记 为 


Gn » £2: 0) stE Te, (6. 2. 8) 
S| 6.2.2 X 400€ M,i—1,2;z.c 为 名 -时 ,月 ogr. 
ni E[ Gnid — 4502) * Ge GO — la) F] 
— EL Ga: )t— Go spa Fe] (6. 2. 9) 
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证 $ AnCo) — uG)— pin ,£— 1,2, il xil FüsE SE 5. 2.2, 
可 得 
ELA Co) * Am COO /| 
— E[15 C * 14 (0) — pu Co) * lF 
=E Gà poi)r— Cp pio / 7, ]. 
定理 6.2.1. dE 0€ Mi,i—1,2.o Mot Ao MÀS 安 - 
时 . i8 An, = foy 0, s M 
|ECA Gu po/ ,) |? 
KECA spa F a) * ECAC as pol] F D. (6. 2. 10) 
证 在 公式 (6.2,9) 的 左边 利用 Holder 不 等 式 , 热 后 利用 公 
式 (6.2. 3) 即 可 得 (6. 2.10) 式 、 
Hit 6.2.2. i 4 (* 0€ M,,I— 1,2. 则 对 YET AD>0， 


有 
ECA th FD |F 
SECACGA p F) * ELA spat F 1). (6. 2. 11) 
证 $ o—t,o--Ao—t-F Ar, JE C6. 2. 100 LRL IR, 29 (6. 2. 11) 
X. - 


$53 WEER 


本 节 讨 论 平方 可 积 蒜 的 特征 之 连续 性 问题 . 在 第 五 章 的 $6 
让 已 经 讨论 过 正则 势 . 定理 5. 6.1 表明 :类 [Dj] 中 势 为 正则 的 充 要 
条 件 是 其 相 联 过 程 连续 ,因此 ,按照 此 定理 ,平方 可 积 款 的 特征 连 
续 的 充 要 条 件 是 此 奢 正 则 .现在 ,我 们 首先 考察 平方 可 积 拷 正则 性 
的 表现 形式 ， 
定理 6.3.1 设 Ap 0C M. 那么 eC ) 之 特征 CFA 连续 
BRERA 
P-limgte;) —nG), (6. 3. D 
其 中 ft 为 有 界 的 名 -时 ,Tt 为 .多 -时 , 且 fr. 
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证 按照 定理 5.6. 1,€(2,50. 连续 等 价 于 peo(，) 正 则 . 
而 e *) 正 则 等 价 于 
lim E(gCr,) — p(T))’=0. (6. 3. 2) 
FX E.limECGi( nO — aC) = lim (El 6 Ep (6,2) —0. 
最 后 ,我们 证 明 ; (6. 3. 202€ E ET C63. DXX. S 
As l= (o : [elr — nn | 776) , AZCO — DNA, CO , 
着 《6.3.2) 式 成 立 , 即 DSEG) — a — 0, Wl 


PG, GO .q-———. 


Hot 


由 此 即 得 (6.3.1)? 式 . 
反之 ,着 (6. 3.1) 式 成 立 , 即 PACE) 


于 是 


0,XIV £0 mL. 


gi 


H =E | + | .Qa(n) 一 aGOYdP 
A, Co AEQ 


<| AsupiéQOdP +H e, 
A CO i 
We OEM AAA sup) € La. 于 是 ,对 Y 60H 
f 4 supë (HdE 
A È 


à lim 10, Jt BD (6. 3. 22 . 
注 ”不 难看 出 :上 述 结论 对 任意 多 -时 r 也 是 正确 的 . 
EX 6.3.1. Brn HAARD -F-H ntr FEER 
APE DFA ET E TFA H 
P-limæ lra) = yC), (6. 3. 3) 
MR EE 29 0 7r xE E . 
注意 :定理 6. 3. 1 表明 ;平方 可 积 靳 特征 连续 的 充 要 条 件 是 此 
加 拟 左 连续 ,而 且 招 拟 左 连续 等 价 于 该 著 平 方 后 成 为 一 个 正则 
FH. 
Hit 6.3.1. Bul ECM i=l, X m CBE RI 
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0. 


H — c 


1,2, 则 其 联合 特征 《ja net TLLXER . 

证 — Bé. Gata) COMER, T HE TEE XB 6.3.1， 
pile 9i 1,2, R Uat i0 C * 2 BS PHGE 3E SE , M rH C6. 2. DRE 
AREARE IE Ga ri. 连续 . 

B A—(0O—nenm IR 二} 为 区 间 [0,wj 的 一 个 分 割 ,At;= 
titi | a =—sup{At.i. EA 


到 一 J EAF, ) HP Armata) a). (6. 3. 4) 


这 里 要 说 明 一 点 :即使 e020) yfET, ,为 可 料 可 积 增 过 程 ,由 它 所 产 
生 的 随机 序列 (a 0 和 Nn) 一 般 不 具有 可 料 性 . 因此 ,a 
Pa EEF a aGO0. 然而 , 确 有 如 下 结论 . 
XE 6.3.2 若 {fa 人 ,多 ,iiET。} 为 一 连续 可 积 增 过 程 , 则 
Ly lima. (6. 3. 5) 
证 jej sup (A«;) Jii 
EG — a! =EL DECAa/ 9,) — An) 


—E[ S EXAa? — Ela F] 
z5—1 
«EC Ga)» 
x EC |i Ae || * a2. 
如 果 Ea*(u) «oo, M Oxzo QD * || Aa || a GO. A aCe) 
: | Aa | 关于 分 割 4 一致 可 积 . Bi aC Of ESETETT 5n; [| Ao | 


teo 当 上 4 一 0 时 ,于 是 ,由 Lebesgue $8 fd x SX EM, A 
dim EC) * [[ ^a] 250, 
E|2,—2(u) | &E(z —a(u))*70, H | Al —0 Bf. 
此 结果 表明 : 当 Elu) R. 
现在 考虑 一 般 条 件 Eea. E 
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BG) —eQ) A&,YG)—aG) —- BG) £C [0,2 ], £C R*. 
则 8C(，)、7Y(，) 均 为 连续 可 积 增 过 程 , 且 EP GOs E oo. 于 是 ， 
it Bil — E Br 9 55 A 


jum. E |; — BGO | 20. (6. 3. 6) 
因 AGO xa(o , Eau) oo R a. c-limY i) —0, SUR 
lim £7 (u) —0. (5. 3. 7) 


这 里 应 用 了 Lebesgue 控制 收 笋 定理 ,于 是 
ECa,— B) = EY, — EY (u)-— 0 


XT À— RL = 注意 : 
E |a — alu) | «EQ —80 Elf; —B8GO | HEY GO 
—2EY (u) + ElBi— Blu) |. 
对 Y €20,43 &-—k(e)7-0, [8418 2EY QD «e. 因此， 
im E le;—eGO | «e4 Jim E(B Blu) |=e. 
由 此 >o 的 尾 意 性 就 得 到 要 求 的 结论 . 
推论 6.3.2 设 p . EM HHY f a( * J= Gus guo ER . 
HY 0 S 
(e tu L;- im 2, ECABUE, ). (6. 3. 8) 
证 由 公式 (6. 3. 4) 可 得 
ECAGo 10;/ F ) = EA /F,), 
故 引 用 上 述 定理 5.3. 2, BERI £8 (65.3. 80 XX. 
推论 6. 3. 3 设 pi . ‘EM REHA ,£— 1,2, Wu] xd V H 
L0, 
Gn s e) Lim 2,E (5A) * Apu) * FS, ). (6.3.9) 
证 先 引 用 引 理 6.2. 2 再 利用 定理 5. 3. 2 即 可 推出 此 结论 . 
定理 6.3.3 设 上 CC )EMd, 且 其 特征 连续 (G=1,2), JX} 


v u >i ;有 
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|A Gn bu AG pou s AG tuu. (6. 3. 10) 

证 注意 ; 若 at，) 是 可 料 可 积 增 过 程 ,网 Aa(O eH An 

一 Qt) 是 一 个 以 A 为 流动 参数 的 关于 -代数 流 多,,， 的 可 料 可 

积 增 过 程 .因此 ,让 4 为 [x,w 十 A 的 分 割 , 则 应 用 推论 6. 3.2 和 
6. 3. 3 可 推出 


#1 
[AK a syr te |? Slim] 2 吾 (| Ap (| * JAsg QD, * 87,5 Y 
一 icd " 


hlim SEA GT AF, 
EUA DYS, 
=A anu * ACGo, mu. 
注 ” 跟 推论 6.2. 2 比较 ,这 个 结果 有 明显 的 改进 ,但 要 求 特征 
连续 . 
定义 6.3.2 设 A') 为 一 个 随机 过 程 cu Rt. A (04S 
pnsUSulNxBiomgg a —sup(A,), 4 


ai Cu) A. 3 po». (6. 3. 11) 


d s Q)ulalo BERE CRUCE RE v Ca) , Bt] x zip dt 
v Cu) ALPE KK(，) 在 区 间 [0,zq] 上 的 二 次 变 差 . 记 为 
Laudat Qo) — P, lime; Co). (6. 3. 12) 

不 难看 出 :车 过 程 K OBIERZK ECOLE 1 E, 
ZER METEK KEZ [oh AE, RE CH ER x 
(a. cO JGSE BE, TREZETA. 

5| HE 6.3.1. E 5CO€ Mill XEY zxER+, 变 量 族 of(x) 关 
于 4 是 一 臻 可 积 的 ， 

证 SEX. aj =at —0; 


aj? = 3 aps 02 < Kat; 


A 
a 一 "EM 2 x k. 
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ib. — 0, OSAS SFO mU, nk. 出 oi? BZE0, 7 — I 
于 WD .RZO Bu ERR gum. 
à? — ECa2 / 27 2 ) — oj? ,RZ20, (6.3.13) 

J| D 为 关于 多 BER. 注意 :ea2 一 aq 一 oa 因此 , 按 定理 
5.4.2 WR SERI (E ARERO 4. 22, JE Co 一致 可 积 ,而 
这 正 是 所 要 求 的 结果 . 

现在 :证明 E” A) JE ZR f Co. 4. 22. 

REER GO” Rn. 显然 有 

Es =E Carp Fo =E a) 0/ Fo VSEE UF 2, 

U =ECCAp D/P, = Gp, DO sup (à GO 0s 

ub =0 R), 


E SEmi FEl S (Gut 01) 
rex 


— (aO D DP) EG) 一 pF 


1 一 上 十 1 


—CAnuG a AT EC ) 
El/ i) dsup {lp (ts) ,0g scu) Skan), 
归纳 起 来 ,有 
bi SEGEDO F sup (pe G) GSu) G0). 
注意 到 CO ERG. -可 测 的 . 那么 上 述 不 等 式 可 推出 ， 
6 5* ECGup G/F) — (220). (6. 3. 14) 
AA uCo0€M; EIRE sup G2 € Li H C6. 3. 1423 E B] E” 
XT ARE MAHE- RIR. 从 而 ,条 件 (5-4. 2) 式 成 立 . 这 
就 完成 了 结论 之 证 ， 
定理 6.3.4 Bel 2€ Mi. SE Y 5€ R* ,x(t。) 在 [0,xj 上 
的 二 次 变 差 存在 , 且 与 其 特征 4a.c)? 一 致 , 即 
[ese ]u- Gun Ca. c). (6. 3. 15) 
证 分 二 步 证 明 这 个 结论 . 
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第 一 步 , 若 BC OR RECREGE R, MAER. 
邻 als) = Gu. pss LO. nu] . Dij 


m— i 
ECo (ua —aG0)* =E| > (CAgG)Y —5aQ) ' 
icd 


a—1 


= MIE[CGAgGO)! — Ae(t)] 


TL 
e [CA — Aatt,) ]. 
对 于 ij Plin. HC. 2. 4) 式 ,可 得 
E [CAp GO — &aCGD ] * [0A GD20*— a0) ] 
—E[GAguCQ) —5a(2) * EAL, — 5aQ) F, 
一 他. 
TER. 
a—l 


E (o! (Q0) - u= S ELARG) 一 Aalt) F 
r 二 应 


«2E[ S Ag 2)5] 

KEL | ^g ll $ * o3 G2 | Ae | ia ]; (6. 3. 16) 
Xi s Aul io sapt lAeGO D?) i | Ae || ;—supt1AeG). 

xt—3bÍERGET uCtOaC* DNE EELBIS C* oo, [818 
|l Az AC aC. 

于 是 , 按 引 理 6. 3.4,{ | Agli * $C A) —E RT TR ER alu) * 
| Ae 5A — 8 X uC* 2€ Mr SUN aC OH ZCGESR. 从 而 
其 特征 at ，) 连 续 , 于 是 

a. c-limt | Agl e iGo | ^el :* eGO2—0. 
故 应 用 Lebesgue M SE X8 uj 441 :(6- 3. 16) 式 的 右边 当 || A 1 一 0 
时 有 极限 0. Pm. lim Eliu) —aG0)5—0. FH ilt Bp 18 


PCGeiGO-—aG) DOK EGG) alu) BEEN, 


l| ATE D 
(V £220). 
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第 二 步 , 取 还 有 界 性 假定 后 ,结论 亦 真 . 
üt CCR*M(0). EN a(s) = Ge po. 
rcr oinfis:laGOl* VaGOZC?,s€L0.u]1) mmfd—u. 
B8.eORiMs.0XIsulBl.H di eC 7 和 oa) 的 连续 性 ,有 
3$ C4 oot POGuy P sup Ha) VCU {rG EC 0. 
令 alsdus AT) als) —a(s AT), H hA R DE de] (0 368 e 
ETA: OHR, B eC 20€ Mo. 此 外 ,由 eia omo 
& tE UB KOTC aCGH aC gt Om SE. 9 B= 
f loiCu) —aQGO E276) , KH] 
PB) =P (Biru HP B Aire) 
AP oia ald | e HP iu). 
对 Y 8720.3 足够 大 的 C, 使 得 Paua 对 此 C 接 第 一 步 质 
得 结果 ,有 ; lim PK la; GO —a(0|256) —0. 于 是 ， lim PG 
åy £770,0770) P lima; Ce) —aGO- 
推论 6.3.4 X u00€M—lLZuCcRÓ. $ 


n—1 


Lists P im 2 Am) AuGD. — (6 3.17) 


则 os aom Gs (a. c). 
证 按照 联合 特征 之 定义 及 定理 6.3.4.4 


I 
th TEPP —35LG5 F e s Hi F Hede istia Ce » £24] 


=A [yat tes t +z le — Lea ga Je — L ties tt ds 


= [a s po 
HY tE To R €—0,NT720,44 
P( sup | C) |[»0« S PH DN). (B. 3. 18) 
WE E X icr ini (s: Ge, N 0223221) infe, Wü r 
Ad CR Osee Vd BE ERE 6.3.1, 0C OB) REESE ， 从 而 ， 
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Cp NN GELO, D. uap N. 今 
B,— { sup | eG) [>sj, 则 由 之 定义 及 特征 的 单调 性 ,有 
PBD =P CRE irr) HPB e=) 
[Paar P BT). 


1 
PODES: ECsup | aG) M 
SZEGED (利用 公式 (6. 2. 5)) 
-LE(Q(G) — 40)» 


1.. 
ZEU PAKEN, 
PADRE PGgu, mazN), 
故 POK Pi nas). 


注 ”此 定理 在 随机 积分 理论 中 有 特别 重要 的 应 用 ,这 里 哩 很 
$E 60) 二 0, 但 此 条 性 很 容易 满足 . 这 只 要 让 ge —uC0— 
EC XE RT XT. nC ) 采 用 定理 6. 3. 5. 


$4 DOE 7; n] 4 ER 


本 节 仍 假设 入 ,= 入 ,ftET。， Æ Doob-Meyer EM H ck 
上 扫 扁 于 类 [DD], 这 个 条 件 是 很 匣 刻 的 ,; 它 把 许多 重要 的 随机 过 
H, plin Wiener 过 程 排斥 在 外 .到 iener 过 程 是 一 个 连续 技 , 却 不 
是 平方 可 积 扫 , 即 由 它 的 平方 产生 的 下 靳 不 属于 类 [] ,因此 ,有 
怪 要 将 平方 可 积 靳 的 理论 推广 到 更 一 般 的 情形 . 

定义 6. 4.1 WRR, F AET. EFI F: 

(样本 函数 以 概率 1 右 连 左 极 ; 

GDA 一 个 多 ,- 时 列 mm .nzz1. (818 

T, t oo nt ot, H 
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XIV nl. HEGIGALLNGS.ALICTZJIHBCT[DJ],WI 
此 过 程 为 局 部 过 程 ; 称 norel, AEAEE (E02 B3 PL LER E 
^" c. 为 此 过 程 的 弱化 停 时 ;由 弱化 停 时 产生 的 过 程 称 为 昼 化 过 
E. 用 符 导 [LLDj 表 示 局 部 过 程 的 全 体 ， 

本 节 不 讨论 一 般 的 局 部 过 程 , 如 时 随机 过 程 CC 0m BD, 
化 过 程 为 半熟 , 则 称 此 过 程 为 局 部 半 革 . 用 LM 和 和 LM EIER 
ARA AEREA Z e. LM ALM 分 别 表示 局 部 平方 可 
积 打 和 局 部 连续 平方 可 积 扣 之 全 体 . 显然 ,后 者 被 售 于 前 者 中 . 
LN 和 LN 分 别 表示 局 部 可 料 可 积 增 过 程 和 局 部 连续 可 料 可 各 
增 过 程 之 全 体 ， 

引 理 6.4.1 WE CC-OCLLD zonzel ARRENA, R 
limt, 二 2 (a.c). $ 


=o 


n= MAX n}, (6. 4. 1) 
ju Donal, A EEn s 39 (BE ` 
证 他 有 (一 人 大 到) 和 了 ; 则 按 定义 6.4.1,5(+)E€E 
[D . 
id CQOGOO)—CG AT) tE T. M] 
CO m NEGO) * Xeon, (6. 4. 2) 


HoB.Y-infíEirr mj. 
显然 ,(6.4.2) 式 右边 和 中 的 每 一 项 都 属于 类 [DD]; 而 类 [DD] 
为 线性 类 , 故 纪 C+，)ETD]. 从 而 到 为 弱化 停 时 . 
引 理 6.4.2 WE ICD€[LD]. H r..o. 为 此 过 程 的 两 个 完 
全 开化 停 时 列 , 令 
FS S= Ta A TY 1), (6. 4. 3) 
则 Y? 2&2 atil fs (EPIS) G—1.2). 
证 注意 :rm+ecoyor+ ce 因此 ,由 《6.4.3) 式 定义 的 YT JI 
A BEEN Roo G=1,2). 如 果 
ED EA TO EPON EEA ETa), 
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Ei EA 
SOC )€ [D]. 4 £00) —tG AT?) GET. i1. 2). 
(toco * Xe us UD 0) * Xe nei: 
eo; 02— l 
EOE) * Xec HEP E) * Xe sui 2. 
h HEE: Eao OECD] G-1,.2). 
引 理 6.4.3. 车 随机 过 程 1502) ure T) E SR RI 
£C* 20€ [LD]. 
证 对 Y nl EX 
7, —inf (t: [£00 |] Zn] nips oc. 
r, 为 F. -H AFEA rv HEMO ET. E 
T, $ oo; PGAD Sa GET. 于 是 ,6,(，)E[D], 其 中 
EnO SEG A Ta) ET,, 
BC monl, A ECO R Aeaeeia. 

3EXE 6.4.1  (Riesz-Doob-Meyer 定理 的 推广 ) #ECOX 
JE fà Fd E E 3, b] rho pi n] ME — bg 4 9E, LT TE: 

E= uit) —a(t) t€ T, (6. 4. 4) 
其 中 ,pf OC LMi;aC - 2C LN. 

证 WE noncl.XNtftCoomsssssdecm.-50)- 
A) ET 则 SC， )ELDjJ, 且 为 非 负 上 车 ， 于 是 按 Riesz- 
Doob-Meyer 定理 ,有 

上 (一 At 一 如 人 人 了 (6. 4. 5) 
HP, COREA Ia C OX DERIT BUM SERE. 
者 tSr, MATAR mon 
£O) =f a) —£,). 
因此 , 按 R.-D.-M. 分 解 的 唯一 性 ,对 VY m>n DA 
Hp mau), (xr). 
因为 m+ oo, 故 下 列 极 限 存在 
gD =a. c-limg, (z) alr) —a. c-lime, C) E Tas (6. 4. 62 
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— 一 一 一 Cr "ra rar en | M. i 
= 一 - 一 一 一 


£O) u(t)—a(t). 
首先 证 明 :ad OC LN. 
事实 上 ， 对 Y sETarels Ar Sa. c- lim an(s A Ta) =e GA c). 
EEan CO DAAE EUR AE. 故 按 照 推论 5. 5 lsa An). 
ET 了 -为 可 料 可 积 增 过 程 .从 而 aG A Tas E Tos upra RE 
其 次 ;证 有 明 :gC" ELM. 事实 上 ， 
BOAT) fA) HAE A Tad 
—2. c-lim GG AT) aA vn) 
=E tt A T Ha E A TS REA T) 
E E P E E A E RELAIS RE PEN 1n A Ta) ECTS S Do BL LAE 
pi * 2€ LM. 
最 后 证 明 分 解 的 唯一 性 . 
没 nael 95) — 56 RR EE TR IE 90 S21 UR ERE RE £C 
= ul ()--a! UY ET D Y —rAT,nzel, RW ESI 6.4.2 9; 
Y. nzl.domDmexSbPENPEL.CER HAME 可 得 分 
58 xx 
(D guG)—aOD t€ T... 
RBE— XX RI R.-D.-M. 分 解 的 唯一 性 邵 可 推出 ， 
HO) — B) ot) —a0)—a 0) Ge). 
HITY ET A 
paa. c-limg(t AY.) — u Q). 
a(1)—a. c-limar A y.) —2a' (1). 
JEib 6.4.1. E nC OC[LM G=1,2). r 为 它们 的 一 个 
共同 弱化 停 时 . WA 
(Dun C * 2 n] WE — Hh 7 REOS 
EDO muGD doa) GET ,:—1.2). 
HP, uC ELM; alt OE LN; 
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C) C25 7 a) C OTTE — Hh 4) f 3 
A 0) * un) wa) GET), 
其 中 ， 
"C VELM] GO 9 3-08 0 8G). - )€ LEN], 
£—]1,2. 
证 此 结论 是 土 述 定 理 的 特例 . 
定理 6.4.2 车 mv)ELMC, 则 对 YiET。, 其 二 次 变 差 与 
局 部 特征 ta.c) 相 等 , 即 
Luo eg) (a.c). 
证 BEA: O ELM. 
事实 上 ,yl(，)ELMS 表明 :3 售 时 列 rnal, 0548 Ta $ oo, 
且 对 ¥ nle OSGA) ET AEEA. max 
di? —infír, | es m )infg- co, 
则 REV mlan AGF.IAtIEETA) —B Be tool A 
ex lm. XIV ael, 4 


PEA TR ap OD =G AY) GET), (6.4.7) 
出 Y, $ o5, B. aC ORERE TR al). Aele 
LME. 
最 后 证 明定 理 的 结论 . 


按照 定理 6.3.5. XE V n 28 1, A Don jn lom Geo XX 
£C * HE CS. 4. 7) X BL n. C 2€ Mi. 注音 ,如 果 对 固定 的 w, 让 
CA Y, IAE X IRE DOSE 189 4) 39 A I — AER LBXHIMAA, 
则 由 eC ) 和 jC(，) 的 连续 性 可 知 ， 

[p= lim e$ Gu lim Sube al). 


PARE 
HERE EGGS moo. We n] oo. Bp RER Los o C 
Bs Ca c) 于 At Cs uoo) E. 
4 aG)— Ge. 估计 如 下 概率 
PC] —aQ)»| * Xaozs >E) 
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ml 


«P Ocosze) * | OTAR) = Cas G0? ] E 22 


m—1 
+P Occ * | 2i (Ag (8) —e, SE). (6.4.8) 
显然 ,(6. 4. DREAS- ELP 于 是 ,对 Y 070,3 n 
—n)2:1, B 8 CC. 4.8) 式 有 边 的 第 一 和 第 三 两 项 均 小 于 去 6, 对 


此 nn,《6.4.8) 式 右边 的 第 二 项 4 有 一 0. 故 
m. P Oben * loí(r — aC 0 27:6) x6. 


从 而 ,P- lim aSa). 
E 6.4.3. Uu Oc LM; pQD)—0, B. eC 27 Sp Ac 3E 
E , hx V E035 N—0,H 


PC sup 1C) 0 «E P Gas DiN) GCT.). 


(5. 4. 9) 

证 ”由 定理 的 条 件 及 引 理 6.4.2 知 ; 存 在 完全 弱化 停 时 列 +,， 
nl. ouü-—pBigGAL.ICT. HWE ERK F D o aR. 
于 是 ,按照 定理 6.3.1. 4 (2 0 B E dE e CO XE HE S 
alt) =a. clima, G), Rl e (* 278 e C* OB FREE RETE. iE E 


(sup [iG | 26) , Bj? = (sup |,G)|]2»6), B] Hi iE 3E 6.3.5, 
Dt c 
PEMP UDNY E PG) TN) FË 


PO) -PG;[YG n TP BN Gn» 
EPU HPU) 


< 人 +P HPN PG. 
注意 , 当 nool .PC>r)~0, 故 
PG) EPGORN) GET. 
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第 七 章 ”参数 估计 中 的 鞍 方 法 


本 章 镍 究 一 类 线性 模型 的 参数 入 计 问 题 , 利用 扫 论 中 的 某 些 
结果 ,获得 了 强 相 容 估计 的 一 些 条 件 , 并 用 鞭 收 敏 的 方法 讨论 了 多 
维 线性 控制 系统 中 参数 矢量 估计 的 相 容 性 . 


S1 Ait A ENS 


R ES i6) Gl) A ha A MLE EFS ES, = 0, VS EE; 

0. 考虑 一 阶 线 性 模型 

yai 08y,7- £444. 20). (7. ]- DD 
这 里 假设 yo Xi £5,0€ Ro ARSA. 8 

Ga—g(ys 0 n.) El i Lay), 

则 包 一 py) 是 第 次 采样 的 观测 信息 所 决定 的 关于 真 
值 吕 的 一 个 情 计 . 令 

Yin yo0,1, ,nO 1), 
设 忆 二 {chs 之 0) 为 正 实 数列 ,使 损失 函数 

y= S uE Onn c INT (n zz 1) 


达到 最 小 值 的 入 称 为 参数 9 的 最 小 方差 估计 . 

现 讨 论 8 与 入 之 间 的 关系 . 设 3 包 是 任意 Zn- TAM rv, 
则 

(十 四 一作) = DGE Om — Å, + 8009» 


À 
— E(tyr — py) | 
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A pre er mna - = 


4—1 — 
——3E| S e Oi£ ad (—9,)) 18 à, J+ Zu EC 8). 
£0 ^ 


2—1 
Bit 29V (6,)—0 > Daia + (0 — Ady = 0(p-a. s), 
k=ü 


2) -e- Tm, 
ax .=0+ ts , (1. 1. 2) 
其 中 l 
M, = S en A, = Sieni (n z 1). CT. 1. 8) 


XX 7.11 Ei A QI D ÉÉSElUESUEORA A, B 
P (lim, —0) 一 1, 划 称 估计 0, 是 强 相 容 的 . 
l FO. 1. DERRAT. 1.2235, 18 
ô=- Sayen (0.1.4) 


下 面 讨 论 由 公式 (7.1.4) 所 作出 的 估计 久 的 相 容 性 . 
引 理 7.1.1 设 Mo=0,MCaz2i) 由 (7.1.33 式 给 出 . B Ms 


(M, «S7 ,)nzeo 为 平方 可 积 坝 , 则 其 特征 为 
2—i 


OM. M),— Mn M = D iVa > 1), 


k-nü 


HP, V= E =, 2 e). 
证 X AMi Mi Mo ALM, Miti 
—EQAM, USD, 
Du EC(AMiri/ 7,)—9, 
ACM, Myr = Ey /= aayi pa. s. 2, 


对 一 1 


n—1 
E EE CM a M Ya = SAM, Ms == SEV ay p-a. S8. j a 


S[XB 7.1.2 (Toeplite) 设 {a,} 为 非 负 实数 列 .5 二 2,456. 
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> 0n zl, t oo, noo, limz, — 2, S 


E Siaz: — r(m-—-coo), 


n im] 


特别 , 若 2 一 1, 刚 
zy zd, 


n 
证 因 为 limz, =r, MV £270, No H nN,BE SS |e,- 
rl«e/2. Y6 ny —N..48 


—rÜne). 


lus x| -«e/2, 
"6; {=l 


N ar>a SN, 时 , 便 有 


1 =~ 1« 
p 之 az — x| «y 2n zl 


N, z 
-i 24a dx — 2| + + M a; |x; — xl 


MH j= | 
i b, —b 
«uL Maz — z| p m... 
"1 i=] b, 2 


9|38 7. I. 3. (Kronecker) — E (5,2 A S e e iE 68 6, 4 
co noo, WE DEPT 则 limŻ D 一 0. 


证 iR 5,—0,5,—0,5,— Sas — S(n > œ), KI] 


il 


S 5n 一 Y'A, — Si) = 5,8, — b, S, 一 Ss. 1 bi — 5,4), 
1—] =l =] 


à + S biz; = S, — M 
" r=] 


r =i] 


Hha =h mi lil h5 T.L 2, L Yas,, — Si 一 


b, iml 


oo), 
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因此 , lim 二 3 =0. | 
定理 7.1.1 在 估计 式 (7.1.4) 中 ,车 加 天 0, 4 一 十 oo 
(p-a.5.) * sup taV4j «Eoo, UU fiit Ô. 是 强 相 容 的 . 


H 


EPE) a = Gn, m,? — >) 


t=1 


E| CAM. Zi 
AF i 


故 由 假设 条 件 得 
(my 24 ELAM) 2] 53 cyi, 
eI Aj TT AT 


~ tye 
<È yt ‘sup (a. , V.) « ^ eo p-a. s. ). 


ex 


因此 根据 文献 [1] 第 四 章 $ 3,， 25 Dec oo (qais) MT 


M 


Kronecker 51 Zi 4n, a 一 0(P-a- s. J.B EH CT 1. 2) 式 得 


Prlim 如 一念 一 1 m 
若 选 权 系 数 一 太一, 则 由 引 理 7.1.1 知 ,A 二 (M),. FE, 


(7. 1. 2) 式 变 为 


M. (nzz1). (7.1. 5) 


^ 
O= 0t cM, 


从 而 得 到 下 面 的 推论 - 

推论 7.1.1 <M) = -Foo(p-a.s. 2, Bl d C7. 1. 50 3 BE 
ERHI O, 是 强 相 容 的 、 

Mihet 好 的 特征 满足 ad。= 十 ce 的 条 件 . 


V = 
定理 7.1.2 车 sup Uc MEGA) = co, W 
^ 5 „=l n 


(Mo = Hoo  (p-a.s.). 
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nn 
ai 


证 由 (7.1.1) 式 得 
S 8 e (y, —8y, .,* 
Dën i- 2; Sin 


«x Her 5 
«2C Cy PHEN MY. 
由 Kolmogorov JU ORE COR 
DEG A l9) = oo 2, V; Al-co (p-a.s.), 
T E B BUS UBODS- 4 oo(p-a. s. ). H 
5[38 7.1.4. it B— (BLA ELEAF P) 
上 的 Gauss 序列 , 则 


P( DB o) = 1e 2 Efi «eo. 
4—1 


证 «ECIBD = S EB < M8 Arv., 
&—1 


=l 


从 而 P( S E oo) = l. 


km] 


—BgsxEB,SOGIRD.TXESEH. 


P( JB «- oo) = I CEexpC — $18D)7* «4 oo, 
i-i 


km] 


(7. 1. 6) 
ER It E; B UE BH 


E (YR) < ( Eexp( — D), (7.1-7) 


k=l] k-—! 


Rl dr (7. 1. 6038 A, EC. 8D) 所 十 oc. 
£=1 


下 面 证 明 不 等 式 (7, 1,7) 成 立 . 
因为 对 于 Gauss 序列 8 二 1B} ,上 汪 1 ,存在 独立 的 Gauss 变量 
Bis lE EIE. E 
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Ef, ,—0, ri Y. 


ker} 


令 Arn =E in W Aia NO, "m 于 是 有 


Eexp{ — D B.) = Tfexp(— 8o = a 24. 
从 而 得 
(Eexp— Did = EK Had = 1 H 2[[A.- -- 


故 有 ED =EN BL Ya. 


«Ha £2 < (zoo (PA) 
由 的 任意 性 便 得 到 不 等 式 (7. 1.7). 


定理 了 了 .1.3 {és (5, AERO 为 独立 的 Gauss r. v. Pj, E£,— 
0, V= EELOQLEO) VE 


V, 


k=l Van 


则 对 每 个 98ER, 由 (7. LORRENA A 是 强 相 容 的 . 
证 由 推论 7.1.1 知 , 只 要 证 明 CM)%。= 二 5 (p-a.s.) 


令 二 Viày E] Pl 


-i 
E 


其 中 ,a 4—V 05m vo BI 92— UA) 0) Jj Gauss r. v. 列 ， 于 
是 由 引 理 7. 1 pe” 
P{ X <eo) = 14 ER < oo. 


Am PP{(ag,M)eo 一 co} -Pp{ Sn —5)-]e S Em = co, 


于 是 问题 转化 为 证 明 
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2 Er = co. (7.1. 9) 


km] 


Hi 于 S En = » El dee) = 259a E ER, 


keù ag 


-5S E -N Qu EÓE v, 


= i=i T im] 点 一 | 


人 T， DE. 
$2 多 参数 估计 的 相 容 性 


这 一 节 及 下 一 节 考 虑 多 输入 、 多 输出 线性 动力 系统 的 参数 信 
讨 问题 . 本 节 利 用 歉收 合理 论 讨论 参数 为 实 常 矢量 B Ex 7h — 3 45 
计 的 相 容 性 ,其 特点 是 条 件 相 当 温 和 (mild conditions) :可 用 于 一 
AE RS LL SEU. 

设 多 维 线性 离散 系统 为 


YO+ ÈI yA = 2 Bj Dd-e(. (7.2.1) 

其 中 ,yt， 204 n Eul 0E m ESSA Le 是 扰动 ,在 此 称 为 方 

BRE .ASB;(G-101,2,,5,/7-51,2,.,4)4 BIN n Xn Er nx 

m BIERE .2 一 1,2,…, yE) u ORRE REKREA. HUE RI 

0 Bf, yul. 

AKA ul OMi ^B N 次 观测 数据 中 估计 出 参数 A oB id 

pK —[—yG—10DT—(—2)1--. 
~y G— pu aleu aga) ] =l, Ze N). 
C7. 2. 2) 


gu 0 
T 
B= PD 


Q gr n X [5X E mxXg]. 
8 =[A, A,B,-- B,]. 


设 8=Col8 de5 Bi 0 P B3 XL 2CR RA Ze R A B9 XXE BERE T RB A 
量 , 则 (7. 2. 17 式 可 写 为 


yO SP ce (O2 —1,2,-, ND. (7. 2. 3) 
引入 损失 函数 
vani Diro — Poe, (7. 2.4) 
t=1 


则 使 由 (C7. 2.4) 式 所 决定 的 V9) 达到 最 小 值 的 全 计量 D FG B 
的 最 小 二 乘 估计 . 

下 面 讨论 最 小 二 乘 估计 的 相关 性、 

定理 7.2.1 设 有 线性 系统 (7.2.3), 其 中 {ee()) 为 一 列 独 立 


[nj 4 35 B9 B8 BLA db. HL GAS IE E 
Eel) lect —12,*7,e000) —0, CT. 2. 5) 
ECCO lle — D. e (00) e, (T. 2. 6) 
uL) F eH) euH, (7. 2. 7) 
设 RB BUNT SAO. 是 8 XC Du Ds Bs. DU 
lim 2, (8 GO Byl? « oe (p-a. s. ). (7. 2. 8) 


证 WU F, Eh ielu), .eG—lIDuG—1) 所 生成 的 
-代数 ， 设 

SB 一 $190 8| 12 $8 $090) 8 十 1. 

hmi kd 
首先 证 明 级 数 
BOO B/s, P) 
UEIS. 事实 上 , 设 
ZG,B)— 5e GP GO B/sO ,B),Z(0, D) = 0, 
Ri i Se FE C7. 2. 50, 07. 2. 7058 93 HfE RI 8,Z G0 C, BH 
Ete) PGY B/s(t, 8) 1.9, —0, 
于 是 
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ECZG-T- 1) ‘PF SZ a p), 
Bl 4Z G.8),-7,)) RE. HER. EAE IECT 2 OR 


N 
EZ'(N ,B) — EC S EZ k, 8) 一 Z'G — 1,8/57,)) 


N 
—E $E(ZQG +1,0) — ZE, DYF} 


k=] 


N 
«CE $) GG.8) — sík — 1, B/s (k, B) 


S — 1,8)) « C. 
EDE di Schwartg 不 等 式 , 得 
sup | E| ZOV, ) | eo, 


Bp iZ Gs). 57.) 73 LU ER. omg Z G.S 1 ES 59 ,因此 
级 数 
21e GO GOTB/sG B) 


以 概率 1 SK. 
下 面 证 明 (7. 2. 8) 式 成 立 . 用 反 证 法 ,车 


lim SIPA = oo (pa.s.), 
= k=] 


frii S(QN B) +o(N—co)(p-a.s. 2, 
于 是 由 引 理 7.1.3 f& 


dos Ved)ytéuyd > oN > 
SON, B) 2,0) DAB OCN — œ) (p-a. s. ), 


(7. 2. 9) 
设 yGO)—4000 Bre UD, M 


NM " 
NV BaD = $/1»00 — 9G)'8R| — M eco, 
+=] +=] 
(7.2.10) 


NV È= Jy — BB = Meo — eoyrgp 
k=] 1 
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PENNE 


= W edo — 221600 T600P + 2007 BI! 
k-1 k=) k=l 

- 2, leo E + SON, B) 
k= 


. E sob; 2240 008-1 soc 
&üB dU.2. 903 ECT. 2. 100 3$, 18 


NV o —NV (Quo NV Qh0— 2, le) |? — e. 
此 与 有 是 e URS CREER 因此 有 
lim $3 12A]? <+ œo (p-a. s. }. 


Nor f=1 


定理 7.2.2 BRAC. 2- 3) 除 满足 定理 7.2.1 的 条 件 外 ,还 
满足 


im (3 lo e Ino N )«e (ees. (7.2.11) 
则 
1 N 
EN NPA it 0 (eas 


k—1 


其 中 e= „B= Bs Ba 
证 若 SCN， B)—maxiSGON P), MN}, 


Za,m- Ye BB/S Ch, B) Z0, p) = 0. 


m ZA Ph” F. 为 也 "T HFN, Bo (N90) A Hp SEXE 
. 1 . Um 对 一 切 有 ,有 


SOC DGB ON = oo) (p-a.s.), (7.2. 12) 


由 条 件 (7.2.11) 式 得 lim 8 (N, D/N <% (p-a. s. 2. W É 
(7.1. 12) 式 ,得 
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X DDOR ON o9) (peas. (7.2.13) 
i y(0—9(0 R Heu) B 8— B. PA C. 2. 4) 式 得 


N 
NVM = Met) — BBL 
k-i 


N 
= Secr — Fed 0) — eG O0 
km] 


FPDP). 
HERIR, Mi P5 P nS 


N N 
SIEG) = 5e 0, 
点 二 1 k—i 


故 由 (?. 2.13) 式 ,得 
M 
L ` (BTR 一 OCN 一 oo2(p-a.s. ). (7. 2. 14) 
k=] 


Marig 2 14) 式 ,并 记 su ape 
lim dj > GP | —0 (Cpa.s.). 
推论 7.2.1 若 4={BIiB|<l,lim 店 D PT8] = 0} = 
(0) Cp-a.s. ), 则 估计 Py 是 相 容 的 . 
证 设 记 是 8 的 最 小 二 乘 估 计 ,B OE BECK BEI XU Dus 
B. Bi o MERERI 2: 2.8 
lim 2i IO! aS = 0. 


设 BB 为 {Bw} 和 闭 包 点 ; 则 "全 4, 又 因 A= (05), BE B7 —0, BR 
A 


Pr PCN — o0) Cp-a. s. ). 并 
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3 3 参数 为 随机 矢量 时 的 估计 及 其 相 雁 性 


前 面 讨论 的 参数 估计 ,都 是 把 参数 视 为 常量 . 在 许多 情形 下 ， 
参数 是 一 个 随机 变量 . 本 节 在 假定 参数 为 二 阶 答 有 有限 的 随机 失 量 
条 件 下 ,讨论 它 的 最 小 方差 估计 性 质 , 进 一 步 在 概 定 参数 为 Gauss 
随机 矢量 的 条 件 下 ,用 Kalmsn 滤波 的 方法 ,给 出 了 知 计 量 的 选 代 
公式 ,并 讨论 它 的 相 容 条 件 . 

仍 考 虑 线性 系统 (7. 2.1), 其 中 ABO ,2, 7,0 j—1,2, 
"Qah na tR nXm T5 teGohs RALAR 
PA NLA E PT fH R AE BE. 记 

 —[ALASSAQBQB, B] X-—Col8, (7. 3. DD 
Wir $807. 3. 1) 可 写 为 

y) 24d GT rt elt). 

EA LAF, P) 349 — BER 23 E, — BE AECR RA MILERE, 

X ERI TICLONSG.PS 


| £I = Egl 
车 t—GoU S0 € LOS ,.PYG-1,2,: 2), Rl 
HEDE 
在 方程 (7. 3. 1) 中 ,使 
Vu G)—; » | yek) — eG" x | * (7. 3. 2) 


达到 最 小 值 的 估计 量 X(N) 称 为 参数 z 的 最 小 方差 估计 . 
WRENNER LELA, F PRERNA Ži. EIC 

是 由 {Yos is t» hio tost v7 a1, 所 生成 的 o- 代 数 ;了 Pw 是 P # 

57, 上 的 限制 , 则 200,57, Ps 0E LO, POS PHLT 28 [88 h 


BETEA, XHERICC LO F PO ,存在 唯一 元 素 ECCO € LC, 
SEPA I) iE 
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T TDT re arrra Eun RR TUR ERI LL pp MEA RR La aa rr e r THE PEN UP ram- 


| t—£« li =inf | £771 2€ LG Pa), 
B Eo gam o D= CY ELp o Pe BR. 
(4) 就 是 ?的 最 小 方差 估计 . 由 条 件 期 望 的 性 质 知 ,C) 是 地 
在 给 定 .多 ,下 的 条 件 期 望 , 即 
ta) EQISO- 
由 此 得 到 (7. 3.1) 式 中 COND BH / 7r 28 T8 3T S 
TN) = GND i Tomstan CD) EGGN)) F w). 


现 讨论 估计 量 XCN) 的 收 但 性. 
定理 7. 3.1 Ur—Ga meter rn E lF Pais l, 


^ A^ ^ 
25'* ,m)  rN)— Cz (ON) gt Ena ND I EG |. 9 
PODE —EONDO G — INDY |F y) F a 


={ UFR) » 
Meo) EF :PGo) — EUG x(00)) (o — (99) |.) , 
ji 
A (p-as. ) A (p-a. s. ) 
rON)— ——x(90) l Nco); P(N) PCoo)C(N—00). 


HO ELAKA. 显然 ,只 要 考虑 z 是 随机 变量 的 
WEBES. 由 例 4 1.1 A (EOD FR XE € LG, 
S.P), B Le! vy EPH 


(p-a. s. } 


ION Áex(e) (N-e). 
为 了 证 明 户 (CAV) 的 收 敏 性 ,可 考虑 PCN) 中 每 个 元 素 的 收敛 
性 . 记 
P,CN)=ECx.— ZN)) le — x (QD) 


LEGz, |F —t NIL CN), 


(p-a. s. ) Íp-a- s- } 


ior (Coo) , E Gri; F n) 


因为 nODIQUD 
五 【Ti 区) F a) , 
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故 P(N) PS P oo) (N>), 
从 而 PIN), P(o) (N=), 
下 面 讨 论 知 计量 强 相 容 的 条 件 . 


定理 7.3.2 在 定理 7. 3.1 的 假设 下 , 记 
A={w|Plw) =0}, 
设 1 为 定义 在 4 上 的 特征 函数 , 则 
Ir(oo) —-I,r(p-a. s. ). 
车 P(A) 一 1, 则 XCN) 为 z 的 强 相 容 信 计 . 
证 不 盘 设 x 为 随机 变量 ,因为 ACE. Me BI c 
得 


(p-a. s. ? 
MÀ 


ECGA| F n) ELil F e)la, (T. 3. 3) 


Os ECL | YPN) 
—EGAVE AY EG! C A) EUa EA nN), 
由 于 土 式 右 和 这 的 每 一 项 均 小 于 EG F, B4 Jo poA 58.5 112 
一 致 可 积 的 ,从 面 以 概率 1 kA. 于 是 有 
EUF POD-PT T .pnP(e)—0 (No0), (7.3.4) 
ELEU |F 2 G—2(ND221)0.— (N=), 


-Bs E. D 
由 此 得 出 EGAL AG ZOND-RET.g (N>), 


X mOG.3. DRA 
ELIF D G—2OD)- ET Sp G—x(0)) (N99), 
故 由 极限 的 唯一 性 得 
1a(x—t(00))=0, 
即 Tiz(co)) 一 Piz(p-as.). 若 P(4) 一 1, 便 有 
z(eo) 一 z(p-a. S. ). 
XH iE 7.3.1 知 
ROND-ETT ilo) (Nco). 
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h (p-a: 8. J 
5 zUNO)—— M (N>00), m 


EH 7.3.2 说 明 , 估 计量 的 相 容 性 ,由 事件 4 EMA. 
YTE A BIDR B AE UEM EB. OO 59 Vr 38 RB EP OO B8 38 38 
公式 . 在 一 般 情 形 下 ,这 是 很 困难 的 ,但 若 随机 矢量 服从 Gauss 分 
布 , 则 可 用 Kalman 滤波 的 方法 获得 关于 200 P OO BOXE IE SX 
这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 7.3.3 设 有 多 维 线 往 高 散 系 统 

y SPAD xen. (7. 3. 5) 
yC* 29, 6C 2S E XL Bn (7. 2. 32 3X E (e CO 91s ZI o E A f R5 
Gauss R ËF), H Ee(ti) —0, Ee Mel SRD. Wt x HN eod 
3LÉS Gauss 列 , 朋 假设 先 验 均 值 Ex 与 协 方差 矩阵 P40) 分 别 为 jx 
及 4, 风 (和 ) 与 PQ) 满足 如 下 差分 方程 

EGF) = OPTE E0); (7.3.6) 
a 
Po)zPG—1-—5G-—104G—10D'PG—i)UzD,. (7.3.7) 
ee A. 
其 中 KGy2PGd RHEO PGGOD'. (7. 3. 8) 

WE ” 见 文献 [9 

现在 讨论 A 的 特征 及 强 相 容 估 计 的 充 要 条 件 . 

引 理 7.3.1 设 {PC)} 为 一 列 正定 矩阵 , 且 

PG)—-P(o2) PG) — Po), 
则 Po) --0«lima' PU) "a= --oo, 
其 中 ,a 为 任意 非 零 常数 矢量 . 

证 = dX P(œ)=0, R 4 209, P GO BS BUB SE AETR R3 TT 
4.4 Xd PG)UCOBdATEIERB M A—-.3x 3X fff] dE 8 
a, 

a PG) !azzAala—A la| 95(t700). 
= 用 反 证 法 . WPGOe)-o 不 妨 设 POS FE ZG EE; 
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M —— — -ae 一 一 一 一 


设 P -[^ NES 
1 0 0 +: 
m EE] A PORPP BUB P (t? — P20. 


dii : dya =u? 
、 Up dj i 12 
ik PO)—P— G4 : 55 = | = | vei T [zo 


ÀA tan: 
则 P= | ip, | 
于 是 得 行列 式 |P(r) | 的 值 为 
IPW =A P 4- | PG) P A P| >o. 
设 产 (的 第 一 行 第 一 列 元 素 为 (PC Vu M 


as 0 IPSI | P, 1 
PO MT TE [ SA[P,] A 


取 4 一 [1 0,…] , 则 
d P)7a- CPG) 4) «fece E ， # 
定理 7.3.4 在 定理 7. 3. 8 HAT, E POSAO, 

则 A-(w|P(o)—0)—(o]| S1 latet I? = oo, V a sc 0). 
证 首先 注意 


{wlP(loo)=0}= (wla PG) "l'a-- 3-009),  az£0J. 
(7. 3. 8) 


事实 上 ,由 (7.3.7) 式 及 PO A70,18 
PG)— PG—12«0. 
又 由 定理 7.3,1 知 ,PG) I Poo) (15-00) MUR 
PG) PG-T-DAPGe)—0. 
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从 而 有 PG»220,PG)—PCoo0)720, 
由 引 理 7.3.1 [818 (7. 3. DX. 
故 只 要 证 明 


lima" PU) a= "oec 2. [a T — coo V a0. 
(T. 8. 10) 
TI JE Ped SEHEN. 
(A--BCD)^ — A"! — A? B(CC7 -DA^ B) DA", 


《7. 3. DANS A 
PG)?-—PG—10) BOR o) 


一 P(0)-:! 十 LOWRI OQ, (T. 8.1) 
因为 R 为 正定 矩阵 , 故 存 在 正 数 E, £z , 使 
ER x » (T. à. 12) 


由 公式 (7.3.11) 知 ,对 任何 矢量 a — [a6 ] ,有 
a (PG) !—PO) a= S aT (R^ POA, 
由 不 等 式 (7. 3. 12) ,得 B 
& S abu" Qa «aho! — PO) Da 


kal 
Le » a $()9! (oa, (7. 3. 13) 
k—1 
注意 到 
gk) 0 
Pk) = e, | ， 
0 gb) 


arl! ek) 0 
alQi)b(Ra— I | | ES 
T 0 pk) 
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a 


n A ud 
d; 
pr | 


n 


ll 


— Dar Kg (2a;7 la eG) l' 


1 


代 人 不 等 式 (7. 3. 13) ,得 
a! P(0)^'a--& 2, la eG» xL aT PG) !a 


«Ca! PC) la + e, 5 lag) |?. 
由 于 PC0)~! 为 正定 的 ,于 是 得 到 和 
a PG) lax Too (7) y la! gc) |* =H oo. 
由 定理 7. 3.2 与 定理 7. 3.4 可 得 出 如 下 推论 . 
fib 7.3.1 若 z 满 足 定理 7.3.3 的 条 件 , 县 
P (wi 2 [aT |? = oo = 1. 《7. 8. 14) 


MEG ORAS. 
下 面 的 定理 将 进一步 指出 ,在 定理 7.3.3 的 条 件 下 ,条 件 
(7. 3.14) 式 也 是 使 估计 量 z(t) 强 相 容 的 必要 条 件 . 
定理 7.3.5 在 定理 ?7.3.3 的 条 件 下 ,车 CORRER LAUDE EE 
何 非 零 矢 基 a， lapk) : 一 
证 由 定理 ?7.3.2 及 ?7.3.4, 我 们 只 要 证 明 
P (| P(o2)550, 2 (c0)) —0. 
为 简单 起 见 , 只 考虑 zx 为 随机 变量 的 情形 . 设 
-—iwe|P(oo)z0), JA,—l1w]P(oo)«r;, 
由 于 x 服从 Gauss 分 布 , 故 在 给 定 .多 ,下 , 屏 的 条 件 分 布 也 服从 
Gauss 分 布 , 其 均值 为 X04) ,方差 为 Pi, AE, 
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Pelz) 1<el 多 1) 一 | se 一 /2Pcody 


l 
y 2n P (1) 


l, E oC Ar, 
4 


从 而 POz—2zGlcosPG.J4 A 


(p-a. s. ) 


5 —JH 8 Ag n) eO r(o0) G9), Bit ii Egorov 定 
HV 90,204 B, E PODIDS1—0, i x (OE B E RAF 
i() , 故 存在 T(e) E CT GOBE LH 

sup I2) — zoo) | &e/2, 


因此 Plo «P1290 — 2| 72 
«P (Go) —2| «s 1 BÓ 


«PUE —z|«e)--à 


y oÓBE 
———— PArt A. 
- r 


T 


对 任何 02-0, ir d PCAO P CA 4-9, 3E 884] ENT 


P((o)—a)&PCA)4-38, 
由 于 6 可 任意 小 ; 故 有 
P(G (oo) x) &PCGA) - PG P C00) 20), 
从 而 ,由 定理 7 了 .3.2 得 到 
os P (o Coo) a P (00) £0) 9 P G0) a) — P Gr Co) 

—r,P(oo)-—0 
-PGo)—2)—PGQ9o)—0)&0, 

— — Po)ez.P(o)s£0)—0. 
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